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INTRODUCTION. 


Q  UELQUES  personnes,  qui  ont  bien  voulu 
guider  mes  premiers  pas  dans  la  carrière 
des  sciences ,  et  parmi  lesquelles  je  cite-* 
rai  avec  reconnaissance  MM.  Ijaplace  et 

c^^j»  t.».  oi"        '«."j 

Poisson  9  ayant  témoigné  le  desîr  de  me 

»    -        -  .  '         r 

voir  publier  le  Cours  a  analyse  de  i'EcoIe 
royale  polytechnique^  je  me  suis  décidé 
à  mettre  ce  Cours  par  écrit  pour  la  plus 
grande  utilité  des  élèves.  J'en  offr^  ici  la  pre-» 
mière  partie  connue  sous  le  nom  â! Analyse 
algébrique^  et  dans  laquelle  je  traite  suc- 
cessivement des  diverses  espèces  de  fonc-* 
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lions  réelles  ou  imaginaires ,  des  séries 
convergentes  ou  divergentes,  de  la  résolu- 
tion  des  équations,  et  de  ia  décomposition 
des  fractions  rationnelles.  En  parlant  de 
la  continuité  des  fonctions ,  je  nVi  pu  me 
dispenser  de  faire  connaître  les  propriétés 
principales  des  quantités  infiniment  pe- 
tites ,  propriétés  qui  servent  de  base  au 
calcul  infinitésimal.  Enfin,  dans  les  préli- 
minaires  et  dans  quelques  notes  placées  à 
ia  fin  du  volume ,  j'ai  présenté  des  déve- 
loppemens  qui  peuvent  être  utiles  soit  aux 
Professeura  •  et .  au^  -.j^ves   des    Collèges 

royatfx*;  Sçft  'à  .ç<5tt<Itfuï  Veulent  faire  Une 

*  •    •  ••*  •  •  •• 

étude  spéoiaie^  *dë*rahaiyse.  r- 

Quant'aUlst'âieth^és ,  j  ai  cherché  à  leur 
donner  toute  la  rigueur  qu'on  exige  en 
géométrie,  de  manière  à  ne  jamais  recou- 
rir aux  raisons  tirées  de  ia  généralité  de 
ralgèfore.  Les  raisons  de  cette  espèce ,  quoi- 
que assez  communément  admises  ^  sur-tout 
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dans  le  passage  des  séries  convergentes 
aux  séries  divergentes  ,  et  des  quantités 
réelles  aux  expressions  imaginaires^  ne  peu- 
vent être  considérées ,  ce  me  semble  y  que 
comme  diss  inductions  propres  à  faire  pres- 
sentir quelquefois  la  vérité ,  mais  qui  s'ac- 
cordent peu  avec  Fexactitude  si  vantée  des 
sciences  mathématiques.  On  doit  même 
observer  qu'elles  tendent  à  faire  attribuer 
aux  formules  algébriques  une  étendue  in- 
définie ^  tandis  que,  dans  ia  réalité^  la  plu- 
part de  ces  formules  subsistent  uniquement 
sous  certaines  conditions  y  et  pour  certaines 
valeurs  des  quantités  qu^elIes  renferment» 
En  déterminant  ces  conditions  et  ces  va- 
leurs, et  en  fixant  d'une  manière  précise  le 
sens  des  notations  dont  je  me  sers  y  je  fais 
disparaître  toute  incertitude  ;  et  alors  les 
différentes  formules  ne  présentent  plus  que 
des  relations  entre  les  quantités  réelles,  re- 
lations qu'il  est  toujours  facile  de  vérifier 
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par  la  substitution  des  nombres  aux  quan— 
tîtés  elles  -  mêmes.  H  est  vrai  que ,   pour* 
rester  constamment  fidèle  à  ces  principes , 
je  me  suis  vu  forcé  d'admettre  plusieurs 
propositions  qui  paraîtront  peut-être  un 
peu  dures  au  premier  abord.  Par  exemple , 
j'énonce  dans  le  chapitre  VI,  qu^une  séHe 
divergente  'n/apas  de  somme  ;  ésins  le  cha- 
pitre VII,  quVwe  équation  imaginaire  est 
seulement  la  représentatioîi  symbolique 
de  deuœ  équations  entre  quantités  réelles  ; 
dans  le  chapitre  IX ,  que ,  si  des  constantes 
ou  des  variables  comprises  dans  unejbnc^ 
tion  p  après  avoir  été  supposées  réelles  , 
deviennent  imaginaires ,    la    notation  à 
Vaide  de  laquelle  la  fonction  se  trouvait 
exprimée ,  ne  peut  être  conservée  daris  le 
calcul  qu^ en  vertu  d^une  convention  nou- 
velle propre  à  fixer  le  sens  de  cette  nota- 
tion  dans  la  dernière  hypothèse  ;  &c.  Mais 
ceux  qui  liront  mon  ouvrage  reconnaîtront, 
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je  fespère,  que  les  propositions  de  cette 
nature ,  entraînant  Fheureuse  nécessite 
de  mettre  plus  de  précision  dans  ies  théo- 
ries, et  d'apporter  des  restrictions  utiles  à 
des  assertions  trop  étendues ,  tournent  au 
profit  de  l'analyse,  et  fournissent  plusieurs 
sujets  de  recherches  qui  ne  sont  pas  sans 
importance.  Ainsi ,  avant  d'effectuer  la 
sommation  d'aucune  série,  j'ai  dû  examiner 
dans  quels  cas  les  séries  peuvent  être  som- 
mées ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  quelles  sont 
les  conditions  de  leur  convergence  ;  et 
j'ai,  à  ce  sujet,  établi  des  règles  générales 
qui  me  paraissent  mériter  quelque  atten- 
tion; ^ 

Au  reste,  si  j'ai  cherché,  d'une  part,  à 
perfectionner  l'anaîyse  mathématique,  de 
Fautre,  je  suis  loin  de  prétendre  quèkîette 
analyse  doive  suffire  à  toutes  les  sciences 
de  i^aisonnement.  Sans  doute,  dans  les 
sciences  qu'on  nomme  naturelles,  ia  seule 
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méthode  qu'on  puisse  employer  avec  succès 
consiste  à  observer  les  foits  et  à  soumettre 
ensuite  les  observations  au  calcuL  Mais  ce 
serait  une  erreur  grave  de  penser  qu'on  ne 
trouva  la  certitude  que  dans  les  démonstra- 
tions géométriques ,  ou  dans  le  témoignage 
des  sens;  et  quoique  personne  jusqu'à  ce 
jour  n'ait  essayé  de  prouver  par  f  analyse 
Texîstence  d'Auguste  ou  celle  de  t»oufô  XIV, 
tout  hoçime  sensé  conviendra  que  cette 
existence  est  aussi  certaine  pour  jiui  que  le 
carré  de  l'hypothénuse  ou  le  théorème  de 
Maclaurin.  Je  dirai  piMs;  Ja  démonstration 
de  ce  dernier  théorème  est  à  ia  portée  d'un 
petit  nombre  d'esprits ,  et  les  savans  eux- 
mêmes  ne  jsont  pas  tous  d'aocMtJ  frur  Fé- 
tefidue  qu'on  doit  lui  a);tribuer  ;  tandii^  que 
tout^emonde  sait.fort  bien  par  qui  la  France 
a  4té  gouvernée  dans  le^ dix-septième  siècle, 
et;,  qu'il  ne  peut  p'élever  à  ce  sujet  aucune 
contestation  raisonnable.  Ce  que  je  dis  ici 
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d'un  fait  historxquis  peut  s'appliquer  égale- 
ment à  une  foule  de  que^tious»  en  ireiigiou , 
en  morale ,  en  politique.  Soyons  dbnc  per- 
suadës  qu'il  existe  des  vérités  autres  que  les 
vérités  de  Falgèbre  j  des  jpéalîtés  autres  que 
les  objets  sensibles.  Cultivons  avec  ardeur 
les  sciences  mathématiques,  sans  vouloir  les 
étendre  au-delà  de  leur  domaine  ;  et  n'al- 
lons pas  nous  imaginer  qu'on  puisse  atta- 
quer Thistoire  avec  des  formules,  ni  don- 
ner pour  sanction  à  la  morale  àes  théorèmes 
d'algèbre  ou  de  calcul  intégral. 

En  terminant  cette  Introduction ,  je  ne 
puis  me  dispenser  de  reconnaître  que  les 
lumières  et  les  conseils  de  plusieurs  per- 
sonnes m'ont  été  fort  utiles ,  particulière- 
ment ceux  de  MM.  Poisson^  Ampère  et 
CorioUs.  Je  dois  à  ce  dernier,  entre  autres 
choses,  la  règle  sur  la  convergence  des 
produits  composés  d'un  nombre  infini  de 
facteurs ,  et  j'ai  profité  plusieurs  fois  des 
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observations  de  M.  Ampère^  ainsi  que  des 
inaéthodes  qu'ii  développe  dans  ses  Leçons 
d'abalyw.  •       i 
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L'ÉCOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE. 


PRÉLIMINAIRES. 

Revue  des  diverses  espèces  de  qumitités  réelles 
que  l'on  considère,  soit  en  algèbre ,  soit  en  trigo^ 
nométrie,  et  des  notations  a  l'aide  desquelles  on 
les  représente.  Des  moyennes  entre  plusieurs 
quantités* 


Jl  OUR  éviter  .toute  espèce  de  confusion  dans  le 
langage  et  Técriture  algébriques ,  nous  allons  fixer 
dans  ces  préliminaires  la  valeur  de  plusieurs  termes 
et  de  plusieurs  notations  que  nous  emprunterons 
soit  à  l'algèbre  ordinaire,  soit  à  la  trigonométrie. 
Les  explications  que  nous  donnerons  à  ce  sujet 
sont  nécessaires ,  pour  que  nous  ayons  la  certitude 
detre  parfaitement  compris  de  ceux  qui  liront  cet 
ouvrage.  Nous  allons  indiquer  d  abord  quelle  idée 
il  nous  parott  convenable  dattacher  à  ces  deux 
mots  ;  nombre  et  quantité. 

Nous  prendrons  toujours  la  dénomination  de 

TOM.  1.  .A 
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nombres  dans  le  sens  où  on  l'emploie  en  mtlimé- 
tique ,  en  faisant  naitre  ks  nombres  de  la  mesure 
absolue  des  grandeurs;  et  nous  appliquerons  uni- 
<]U6me^t  ia  dénomination  de  quantités  aux  quan- 
tités réelles  positives  ou  négatives,  c'est-à-dire, 
aux  nombres  précédés  des  signes  -i-  ou  — .  De 
plus,  nous  regarderons  ies  quantités  comme  des- 
tinées à  exprimer  des  accroissemens  ou  des  dimi- 
nutions; en  sorte  qu'une  grandeur  donnée  sera 
simplement  représentée  par  un  nombre,  si  Ton  se 
tontente  de  la  comparer  à  une  autre  grandeur  dé 
même  espèce  prise  pour  unité ,  et  par  ce  noiâbre 
précédé  du  signe -H-  ou  du  signe  — ,  si  on  ia  consi- 
dère comme  devant  servir  à  raccroîssement  ou  à 
ïa  diminution  d'une  grandeur  fixe  de  la  même  es- 
pèce. Cela  posé ,  le  signe  -4-  ou  —  placé  devant 
un  nombre  en  modifiera  la  signification ,  à-peu-près 
comme  un  adjectif  modifie  celie  du  substantif.  Nous 
appellerons  valeur  numérique  d'une  quantité  \e 
nombre  qui  en  ftiit  ia  base ,  quantités  égales  ceiies 
qui  ont  ie  même  signe  avec  ia  même  vaieur  numé^ 
rique ,  et  quantités  opposées  deux  quantités  égaies 
quant  à  ieurs  valeurs  nuipériqués ,  mais  affectées  de 
signes  contraires.  En  partant  de  ces  principes,  il  est 
&ciie  de  rendre  compte  des  diverses  opérations  que 
l'on  peut  faire  subir  aux  quantités.  Par  exemple  ^ 
deux  quantités  étant  données,  oh  .pourra  toujour» 
en  trouver  une  troisième  qui ,  prise  pour  accroisse-* 
ment  d'un  nombre  fixe,  si  elle  est|>osUive,  et  pwir 
diminution  dans  ie  cas  contraire,  conduise  au  même 
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résultat  que  les  deux  quantités  données,  emfioyée^ 
Tune  après  l'autre  à  pareil  usage.  Cette  troisième 
quantité,  qui  à  elle  seule  produit  ie  même  effet  que 
les  deux  autres ,  est  ce  qu  on  appelle  leur  somme. 
Ainsi  les  deux  quantités  —  i  o  et  -h  7  ont  pour 
somme  —  3 ,  attendu  qu'une  diminution  de  1  o  uni-» 
tés ,  jointe  à  une  augmentation  de  y  unités ,  équi<* 
vaut  à  une  diminution  de  3  unités.  Ajouter  deux 
quantités,  c'est  former  leur  somme.  La  diifërencd 
entre  une  première  quantité  et  une  Seconde ,  c'eât 
une  troisième  quantité  qui,  ajoutée  à  la  seconde, 
reproduit  la  première.  Enfin,  on  dit  qu'une  quan<* 
tité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre , 
suivant  que  la  diifërence  de  la  première  à  la  seconde 
est  positive  ou  négative.  D après  cette  définition, 
les  quantités  positives  surpassent  toujours  les  quau-* 
tités  négatives ,  et  ceiles-ci  doivent  être  considérées 
comme  d'autant  plus  petites  que  leurs  valeurs  nu« 
mériques  sont  plus  grandes. 

En  algèbre ,  on  représente  non  -  seulement  les 
nombres ,  mais  aussi  les  quantités ,  par  des  lettres. 
Comme  on  est  convenu  de  ranger  les  nomtn^es 
absolus  dans  la  classe  des  quantités  positives ,  on 
peut  désigner  ia  ^quantité  ,positive  qtn  a  pour  valeur 
uumérique  le  nombre  A ,  sok  par  -k-A,  soit  par  \dl 
seulement,  tandis  que  la  quantité  négjative  opposée: 
se  trouve  représentée  par  —A.ï^e  même ,  dans  le 
cas  x>tt  la  lettre  a  représeate  une  <}uantité ,  on  est 
convenu  de  regarder  ceiome  syiionymes  les  deux 
ei^ressions  a  et  -^a,  et  de  représenter  par  -—  a 
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la  quantité  opposée  à  -h  a.  Ces  remarques  suffisent 
pour  établir  ce  qu  on  appelle  ia  règle  des  signes 
[voyez  ia  note  I/*  ]. 

On  nomme  quantité  variable  celle  que  l'on  con- 
sidèi^e  comme  devant  recevoir  successivement  plu- 
sieurs valeurs  différentes  les  unes  des  autres.  On 
désigne  une  semblable  quantité  par  une  lettre  prise 
ordinairement  parmi  les  dernières  de  l'alphabet. 
On  appelle  au  contraire  quantité  constante^  et  on 
désigne  ordinairement  par  une  des  premières  lettres 
de  Tc^lphabet  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur 
fixe  et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successive- 
ment attribuées  à  une  même  variable  s'approchent 
indéfiniment  d'une  valeur  fixe ,  de  manière  à  finir 
par  en  différer  aussi  peu  que  l'on  voudra,  cette 
dernière  est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres. 
Ainsi ,  par  exemple ,  un  nombre  irrationnel  est  la 
limite  des  diverses  fractions  qui  en  fournissent  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées.  En  géométrie , 
la  surface  du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  con- 
vergent les  surfaces  des  polygones  inscrits,  tandis 
que  le  nombre  de  leurs  côtés  croît  de  plus  en  plus;, 
&c. ... 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une 
même  variable  décroissent  indéfiniment,  de  manière 
à  s'abaisser  au-dessous  de  tout  nombre  donné,  cette 
variable  devient  ce  qu'on  nomme  un  infiniment  petit 
ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une  variable  de 
cette  espèce  a  zéro  pour  limite. 

Lorsque  ies    valeurs    numériques    successives 
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(Tune  même  variable  croissent  de  plus  en  phis ,  de 
manière  à  s  élever  au-dessus  de  tout  nombre  donné  » 
on  dit  que  cette  variable  a  pour  limite  Y  infini  positif , 
indiqué  par  le  signe  oo  ,  s'il  s  agit  d'une  vaiîable 
positive ,  et  ïinfini  négatif,  indiqué  par  la  notation 
r—  oo  ,  s'il  s'agit  d'une  variable  négative.  Les  infinis 
positif  et  négatif  sont  désignés  conjointement  sous 
le  nom  de  quantités  infinies. 

Les  quantités  qui  se  présentent,  dans  le  calcuf^ 
conime  résultats  d'opérations  faites  sur  une  ou  plu-^ 
l&ieurs  autres  quantités  constantes  où  variables ,  peu* 
vent  être  divisées  en  plusieurs  espèces  suivant  la 
nature  des  opérations  qui  les  produisent.  C'est  ainsi 
que  Ton  distingue  en  algèbre  ies  sommes  et  diffé- 
rences ,  les  produits  et  quotiens ,  les  puissances  et 
racines^  les  exponentielles  et  les  logarithmes;  en 
trigonométrie ,  les  ^nus  et  cosinus  »  sécantes  et  co- 
sécantes,  tangentes  et  cotangentes,  et  les  arcs  dé 
cercle  dont  une  ligne  trigonométrique  est  donnée.. 
Pour  bien  comprendre  ce  qui  est  relatif  à  ces  der- 
nières  espèces  de  quantités,  il  est  nécessaire  de  se 
rappeler  les  principes  suivans. 

Une  longueur,  comptée  sur  une  ligne  droite  ou 
courbe»  peut  être,  comme  toute  espèce  de  grandeurs ^ 
représentée  soit  par  un  nombre ,  soit  par  une  quan* 
tité,  savoir:  par  un  nombre,  lorsqu'on  a  simplement 
égard  à  la  mesure  def  cette  longueur^  et  par  une 
quantité,  c'est-à-dire,  par  un  nombre  précédé  du 
signe  -fr  ou  — ,  lorsque  l'on  considère  la  longueur 
dont  il  s'agit  comme  portée ,  à  partir  d'un  point  fixe  ^ 
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sur  la  ligne  donnée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre, 
pour  servir  soit  à  Faugmentation  soit  à  la  diminu- 
tion d  une  autre  longueur  constante  aboutissant  à 
ce  point  fixe.  Le  point  fixe  dont  il  est  ici  question , 
et  à  partir  duquel  on  doit  porter  les  longueurs  va- 
riables désignées  par  des  quantités ,  est  ce  qu'on  ap- 
pelle ï origine  de  ces  mêmes  longueurs.  Deux  Ion* 
gueurs  comptées  à  partir  d'une  origine  commune  » 
mais  en  sens  contraires ,  doivent  être  représentées 
par  des  quantités  de  signes  difierens.  On  peut  choisir 
à  volonté  le  sens  dans  lequel  on  doit  compter  les 
longueurs  désignées  par  des  quantités  positives  ; 
mais,  ce  choix  une  fois  fait,  il  faudra  nécessairement 
compter  dans  le  sens  opposé  les  longueurs  qui 
seront  désignées  par  des  quantités  négatives. 

Dans  un  cercle  dont  le  plan  est  supposé  verti-» 
cal ,  on  prend  ordinairement  pour  origine  des  arcs 
roxtrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche 
à  droite  ;  et  c'est  en  s'élevant  au-dessus  de  ce  point 
que  Ton  compte  les  arcs  positifs ,  c'est-à-dire ,  ceux 
que  Ton  désigne  par  des  quantités  positives.  Dans 
le  même  cercle ,  lorsque  le  rayon  se  réduit  à  Tunitc,- 
le  sinus  d'un  aixî ,  c'est-à-dire ,  la  projection  sur  le 
diamètre  vertical  du  rayon  qui  passe  par  Textrémîté 
do  cet  arc ,  se  compte  positivement  de  bas.  en  haut 
^t  négativement  en  sens  contraire ,  i  partir  du  centre 
du  cercle  pris  pour  origine  des  sinus^  La  tangente 
se  compte  positivement  dans  le  même  sens  que  le 
sinus  )  mais  à  partir  de  ForigiDe  des  arcs  et  sur  1% 
tcrticalc  neme  par  cette  curigine^  Enfin  ,^  la  sécaott" 
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te  ccfmpite  à  partir  du  centre  sur  le  rayon  mené  à 
f extrémité  de  Tare  que  ion  ^sonsidère,  et  positive» 
ment  dans  ie  sens  de  ce  rayon. 

Souvent  ie  résultat  d'une  opération  effectuée  sur 
une  quantité  peut  avoir  plusieurs  valeurs  différentes 
ies  unes  des  autres.  Lorsque  nous  voudrons  dési- 
gner indistinctement  une  quelconque  de  ces  valeurs," 
nous  nous  servirons  de  notations  dans  lesquelles  la 
quantité  sera  entourée  de  doubles  traits  ou  de 
doubles  parentlièses  ;  et  nous  réserverons  ia  notation 
çrdinaire  pour  ia  valeur  la  plus  simple  ou  celle  quî 
paraîtra  mériter  davantage  d'être  remarquée.  Ainsi, 
par  exemple,  a  étant  une  quantité  positive ,  la  racme 
carrée  de  cette  quantité  aura  deux  valeurs  nuttie- 
riquement  égaies ,  mais  de  signes  contraires ,  dont 

lune  quelconque  sera  exprimée  par  la  notation 

■  \ 

iap    ou  ^a,  '    ■  .    '  > 

tandis  que  !a  valeur  positive  seule  sera  représentée 
par 

a^    ou   -/a; 

en  sorte  qu^on  aura 

(i)  ^a  =  ±/a, 

au ,  ce  qui  revient  au  même , 

(a)  M^  =?.=«=« 

De  même  encore,  si  1  on  représente  par  a  une  qûao^ 
tité  pp^ve  oi^n^atî^^  lan:otatipa      .       i  ; 

arcsin.  ^ojjf  àu  arctang.  ((aj) 


4 

2 
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désignera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  la  quan- 
tité a  pour  sinus  ou  pour  tangente,  tandis  que  la 
notation 

arc  sin.  \(Vj    OU   arc  tang.  {a\ 

fl 

indiquera  seulement  celui  de  ces  arcs  qui  a  ia  plus 
petite  valeur  numérique.  A  l'aide  de  ces  conven- 
tions, on  évite  la  confusion  que  pourrait  entraîner 
l'emploi  de  signes  dont  la  valeur  n'aurait  pas  été  dé- 
terminée d'une  manière  assez  précise.  Afin  de  lever 
à  cet  égard  toute  difficulté ,  je  vais  présenter  ici  le 
tableau  des  notations  dont  nous  ferons  usage  pour 
exprimer  les  résultats  des  opérations  algébriques,  au 
trigonométriques. 

^,,i^a  somme  de  deux  quantités  sera  indiquée  à  For-» 
dinaire  par.  la  juxtaposition  de  ces  deux  quantités  y 
chacune  d'elles  étant  exprimée  par  uiie  lettre  précé- 
dée du  signe  -*-  ou  —  ,  que  l'on  pourra  supprimer 
(si  c'est  le  signe  -i-)  devant  la  première  lettre  seu- 
lement. Ainsi 

H-  «  H-  i    ou  simplement  a  -h  ô 

désignera  la  somme  des  deux  quantités -h  a,  -^hi 
et 

-Ha — h  ou  simplement  a — h 

désignera  la  somme  des  deux  quantités  -^a^  —  b, 
équivalente  à  la  différence  des  deux  quantités  +  a, 

On  indiquera  l'égalité  des  deux  quantités  aetb 
par  le  signe  ;==  interposé  entre  elles ,  comme  il  suit , 
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a  =  bf 

et  Ton  exprimera  que  la  première  surpasse  la  se* 
conde ,  c'est-à-dire ,  que  la  différence  a  —  b  est  po- 
sitive, en  écrivant 

a>  b  ou  b  <a. 

Nous  représenterons  encore  à  Fordinaîre  par 

-*-a  x-t-è,  ou  simplement   a. If,  ou  ab 

le  produit  des  deux  quantités  +a^  -^b;  et  par 

-^    OU    a  :  b 

leur  quotient. 

Soient  maintenant  m  et  ^  deux  nombres  entiers  » 
A  un  nombre  quelconque,  et  a^  b  deux  quantités 
quelconques  positives  ou  négatives. 


m  ^  ^  ^    ^  .-j-"* 


A   ,    A'»  =^^A,  ^=^-«,   A' 

représenteront  les  quantités  positives  qu'on  obtient 
en  élevant  le  nombre  A  à  des  puissances  respecti* 
yement  marquées  par  les  exposans 


1  ,       m 

— ,     dz  — 
n    '  » 

et 

a 


la  quantité  positive  ou  négative  que  produit  l'élé- 
vation de  la  quantité  a  à  la  puissance  =t:  m.  Quant 
aux  notations 


{{ap  =r«..H 


\ 
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V 

nous  nous  en  servirons  pour;  exprimer  non-seule* 
ijient  les  valeurs  positives  ou  négatives  j  lorsqu'il  en. 
existe,  d^s  puissances  de  la  quantité  a  marqi^ées  par 
les  exposans 


f  ,        m 


mais  encore  les  valeurs  imaginaires  de  ces  i^émes 
puissances  [vqyez  ci -après,  chap.  Vil,  ce  qu'on 
entend  par  expressions  imaginaires  ].  H  est  Bon 
d'observer  que,  i^i  l'on  désigne  par  A  la  valeur  nu« 

mérique  de  a.,  et  si  Ton  suppose  la  fraction  —  ré- 

duite  à  sa  plus  simple  expression ,  la  puissance 


1» 


aura  une  seule  valeur  réeile  ppsitive  pu  Déga^ive , 
savoir, 

A~  A- 

•4-  -4  »    ou  —  -4  »  , 


lorsque  ^  çeraune  fractiop  de  dénominateur  impair; 

tandis  qu'elle  admettra  les  deux  valeurs  réelles  dont 
on  vient  de  parler ,  ou  qu'elle  n'en  admettra  aucune ,, 

si  —  est  une  fraction  de  dénominateur  pair.  On  peut 

faire  une  semblable  remarque  à  l'égard  de  l'exprès- 
v^îon 

....■ .  ■  w 

Dans  le  cas  particulier  où ,  la  quantité  a  étant  posi* 

ut.  I  ^ 

tive,  on  suppose  -^  ^  "7->*  l'expression  ((a))  »  n'a 


n 


I 
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qu^  deux  valeurs  réelles  Tune  et  l'autrei  et  données 
par  la  formule {z)^  ou ,  c^  qui  revient  au  même , 
par  la  formule  (  i  ). 
Les  notations 

/(5),  L{B),  L\B),  &c....  . 

indiqueront  les  logarithmes  réels  du  nombre  B  dans 
diiférens  systèmes  ;  tandis  que  chacune  des  sui- 
vantes 

iib)),   L{{b)),   L' ((*)),  &c.... 

pourra  servir  à  désigner ,  outre  le  logarithnie  réeï 
de  la  quantité  b,  lorsqu'il  existe,  un  quelconque  de3 
logarithmes  imaginaires  de  cette  même  quantité 
[voy.  ci-après,  chap.  IX,  ce  qu'on  entend  par  lo^a* 
rithmes  imaginaires^ 
.    En  trigonométrie , 

sin.  a,    COS.  a,    tang.  a,    cot.  a,    sec.  a,    cosec.  a, 

siv.  a  f   cosiv.  a^ 

exprimeront  respectivement  le  sinus,,  le  cosinus, 
\?itangente,  la  cotangente,  Ul  sécante,  la  cosécante, 
le  sinus  verse  ou  le  cosinus  verse  de  l'arc  a;  et  les 
notations 

trcsîn.  ((âf)),    arc  cos.  ((<?)),    arc  tang.  ((«j)),  arc  cot.  ((«)), 

arc  sec.  ((fif)) ,    arc  cosec.  (ià^ , 

indiqueront  un  quelconque  des  aiTs  qui  ont  la 
quantité  a  pour  sinus,  ou  cosinus,  ou  tangente, 
ou  cotangente ,  ou  sécante ,  ou  cosécante.  Nous 
W\X^  ;9>erviroûs  des  uotations  simples 
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Arc  sin.  (a) ,  arc  cos.  (a) ,  arc  tang.  (aj^  arc  cot.  (a) ,. 

arc  sec.  (/^  r  ^^^  cosec.  (aj , 

OU  même ,  en  supprimant  tout-à-feit  les  parenthèses^ 
des  notations  suivantes 

arc  sin.  a^    arc  cos.  (t^    arc  tang.  €t,    arc  cot.  a, 

arc  sec.  a,   arc  cosec.  Cf^ 

lorsque,  parmi  les  arcs  dont  une  ligne  trigonomé- 
trique  est  égale  à  a,  nous  voudroi^s  désigner  celui 
qui  a  !â  plus  petite  valeur  numérique ,  ou ,  si  ces 
arcs  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires^ 
celui  qui  a  la  plus  petite  valeur  positive.  En  con* 
séquence , 

arc  sin.  a^   arc  tang.  (Z,   arc  cot.  d,   arc  cosec.  d^ 

indiqueront  des  arcs  positifs  ou  négatifs ,  mais  com- 
pris entre  les  limites 

y     + 


2        '  2 


»  ■  -  * 

TT  désignant  la  demi -circonférence  dans  le  cerde 
qui  a  pour  rayon  Tunité  ;  tandis  que 

arc  cos.  a,     arc  se'c.  d, 

indiqueront  des  arcs  positifs  compris  entre  les  limitesr 

O  et  TT. 

En  vertu  des  conventions  que  Ton  vient  d'établir^ 
si  Ton  désigne  par  k  un  nombre  entier  arbitraire,  on 
aura  évidemment ,  pour  des  valeurs  quelconques 
positives  ou  négatives  de  la  quantité  a^ 
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«rc  shi.   ((a))  =^—  dt  { — —  arc  sîn.  aj  dt  2^7r  , 

arc  Gos,  ((a))  =  ±  arc  cos.  a  ±  2  ^  TT , 
/j \  /  arc  tang.  ((«))  =  arc  tang.  «  ±  ^  TT , 


arc  COS.  a-*- arc  sin.  a  =  —  • 

2 


arc  cosec.  /ï  -+-  arc  sec.  £ï  =  — 

2 


On  trouvera  déplus,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

(4)  *rc  co^«  ^  ■+"  *^*^  tang.  a  =  — , 

et ,  pour  des  valeurs  négatives  de  ^ï  , 

(<j  arc  cot.  a  -¥-  arc  tang.  a  = . 

Lorsqu'une  quantité  variable  converge  vers  une 
limite  fixe,  il  est  souvent  utile  d'indiquer  cette  limite 
par  une  notation  particulière  ;  c'est  ce  que  nous 
ferons ,  en  plaçant  l'abréviation 

Uni. 

devant  la  quantité  variable  '  dont  i!  s'agît.  Quelque- 
fois ,  tandis  qu'une  ou  plusieurs  variables  convergent 
vers  des  limites  fixes ,  une  expression  qui  renferme 
ces  variables  converge  à- la -fois  vers  plusieurs 
limites  différentes  les  unes  des  autres.  Nous  indique- 
rons alors  une  quelconque  de  ces  dernières  limites  , 
à  l'aide  de  doubles  parenthèses  placées  à  la  suite  de 
f abréviation  lim, ,  de  manière  à  entourer  l'éxprcs- 
iion  que  l'on  considère.  Supposons,  pour  fixer  les 
idées,  qu'une  variable  positive  ou  négative  repré- 
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sentëe  pair  x  converge  vers  la»  limite  o^  et  dési- 
gnons par  A  un  nombre  constant  ;  il  sera  facile  de 
s'assurer  que  chacune  des  expressions 

lim.  i^A*^^    Uni,  ( sin.  x ) 

a  une  valeur  unique  déterminée  par  Té^juation 

/w.  {A*)  =  I , 
ou     lim.  (sin.  o^)  =  o; 

tandis  que  l'expression 

liin.  u  ~  ]) 

admet  deux  valeurs ,  savoir ,  h-  cx> ,  —  oo  ,  et 

fe-((""-"i)) 

une  infinité  de  valeurs  comprises  entre  les  limite j^ 
—  I   et  -♦-  I .  ' 

Nous  allons  terminer  ces  préliminaires  en  présen- 
tant, sur  les  quantités  moyennes,  plusieurs  théo- 
rèmes dont  ia  connaissance  nous  sera  fort  utile 
dans  la  ^uite  de  cet  ouvrage.  On  appeUe  moyenne 
entre  plusieurs  quantités  donnée^  une  nouvelle 
quantité  comprise  entre  ia  plus  petite  et  la  plus 
grande  de  celles  que  Ton  considère.  D'après  cette 
définition,  il  est  clair  qu'il  existe  une  infinité  de 
moyennes  entre  plusieurs  quantités  inégales ,  et 
que  la  moyenne  entre  plusieurs  quantités  égales  sa 
confond  avec  chacune  d'elles.  Cela  posé,  on  éta-^ 
blira  facilement,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la 
note  n.* ,  les  propositions  suivantes. 
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1.*'  Théorème.  Soient  b,  V,  h"  ,,..  plusieurs 

quantités  de  même  signe  en  nombre  n,  et  a,  a'^'«%«« 
des  quantités  quelconques  en  nombre  égal  a  €mui 
des  premières.  La  fi^actxon 

g  -4-  <|^^  "h  g*^  r*-  &c«   ^  « 

sera  moyenne  entre  les  suivantes 

a  *g'  '         '*''        Xr 

Corollaire.  Si  Ion  suppose 
b  =  b'=ib'  ...=  i, 
on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  quantité 

g  H-  a'  -f-  a"  H-  &c. . . . 


n 


est  moyenne  entre  les  suivantes 

a,  a  f  a    ...  6^c. ... 

Cette  espèce  particulière  de  moyenne  est  ce  qu'on 
nomme  une  moyenne  arithmétique, 

2.*  Théorèmie.  Soient  A,  a\  a" /  É^  b\ 

b"  ....  deux  suites  de  nombres  pris  h  volonté;  et 
formons  avec  ces.  deux  suites ,  que  nous  supposons 
rëhfernier  chacune  un  nombre  n  de  termes ,  les 
racines 

B  B'  B" 

yA,  yA',  yA%  &c...: 


B'\'B''\'B",„ 


A  A'  A"...  sera  une   nouvelle   racine 
fnoyenne  entre  toutes  les  autres. 
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Corollaire.  Si  Ton  prend 

on  trouvera  que  la  quantité  positive 

y/.AA'  A"  ... 

est  moyenne  entre  les  suivantes 

./T  •  ./^  ^  ^.     •  •  •  • 

Cette  moyenne ,  d'une  espèce  particulière ,  est  celle 
que  Ton  nomme  moyenne  géométrique. 

3/  Théorème  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  théorème  //%  si  a^  ol\  a''    ....  dé- 
signent  encore  des  quantités  de  même  signe ,  la 
fraction 

0La-\-eL'  a'  -f-  A"  g,"  -H  &c.. . . 
"tfTi  ^(L'  h>  ^  ÛL"  b"  -f-  &c.. . . 

sera  moyenne  entre  les  suivantes 

a  a*  a"  w. 

Corollaire.  Si  l'on  suppose 
ô  =  ô'  =  ô"  ....==  I , 
on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  sonmie 

«  et  -H  a'  et'  -H  a"  aJ'  -h  &c.  ... 
est  équivalente  au  produit  de 

Ct*-4-  <t'  -H  cl"  -h  &C.  ... 

...  j  .        "•- 

par  une  moyenne  entre  les  quantités  a,  a',  a", Sac... 

«  .  ■  • 
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Pour  abréger ,  lorsque  nous  voudront  désigner 
une  moyenne  entre  plusieurs  quantités  a,  a! ,  a^ ..., 
nous  nous  servirons  de  la  notation 

M  [a,  a',  a"  •....). 

Cela  posé,  les  théorèmes  qui  précèdent  et  leurs 
corollaires  se  trouveront  compris  dans  les  formules 

\y)  é ^ k' -^ h" ^ &c. . . .     ^^^  \b  *  h'  *  b"  ^^'-j  > 

Kl) % —M{a,  a,  a   ..,.), 

^)\^,>^ AA' A\..=M\/ A,  y/A^-ZA'...}, 


{9)\/^  ^'  ^"  .....  =  M(^,  A',  A"  ....), 

V^)'bA--hboL'^-b"eL"-^...~'^^^\b'*      b'  r     7^  ••7» 

«  ■.    •  > 

(il)  actH-a'flt.'-+-a"flt,"-H.  .=(ct-Hct'-f-ct" .  )M{a,  a', a" . .)  • 
Dans  ces  formules  , 

a,  a!,  a!'  ...;  b,  b',  b"  ..,;  et,  chJjCl"  ...  ; 
représentent  trois  suites  de  quantités ,  et 

deux  suites  de  nombres  formées  chacune  de  n 
termes  difierens.  La  troisième  suite  est ,  ainsi  que  la 
seconde ,  uniquement  composée  de  quantités  de 
même  signe. 

La  notation  que  nous  venons  d'adopter  fournit 
le  moyen  d'exprimer  qu'une  quantité  est  comprise 

TOM.  1.  B 
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entre  deui  limites  données.  En  efifet,  toute  quantité 
comprise  entre  les  limites  a,  h  étant  une  moyenne 
entre  ces  mêmes  limites ,  on  pouira  ia  désigner  par 

■ 

M{^a,   h): 

Ainsi ,  par  exemple ,  toute  quantité  posmve  pourra 
être  représentée  par  M  (  o ,  oo  ) ,  toute  quantité  né- 
gative par  il/  (  —  oo  ^  o  ) ,  et  toute  quantité  réelle 
par  il/  (  —  oo  ,  -h-  cx)  ).  Lorsque  nous  voudrons 
indiquer  indistinctement  une  quelconque  des  quan- 
tités renfermées  entre  les  limites  a  ^tb,  nous  dou- 
blerons les  parenthèses ,  et  nous  écrirons 

Par  exemple ,  si  i  on  suppose  que  la  variable  x  con- 
verge vers  zéro ,  Fon  aura 

Ihn.  ((^sm.-i-))  =  A/((-i,-|-i)); 

attendu  que  ^expression  lim.  \i  sin.  -^jj  admettra 

une  infinité  de  valeurs  comprises  entre  ie^  valeurs 
extrêmes  —  i  et  -h  i . 


'      .1" 


PREMIÈRE    PARTIE. 


ANALYSE   ALGÉBRIQUE. 


CHAPITRE  ir 

DES  FONCTIONS   RÉELLES. 


J.  1.*'  Considérations  générales  sur  les  Fonctions» 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement 
liées  entre  eiies  que ,  la  valeur  de  Tune  d  elles  étant 
donnée ,  on  puisse  en  conclure  les  valeurs  ^e  toutes 
les  autres ,  on  conçoit  d'ordin^ûre  ces  diverses  quan- 
tités exprimées  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles,  qui 
prend  alors  le  nom  de  variable  indépendante}  et  les 
autres  quantités  exprimées  au  moyen  de  la  variable 
indépendante  sont  ce  qu'on  appelle  des  fonctions  de 
cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement 
liées  entre  elles  que ,  les  valeurs  de  quelques-unes 
étant  données,  on  puisse  en  conclure  celles  de 
toutes  les  autres ,  on  conçoit  ces  diverses  quantités 
exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d'entre  elles ,  qui 
prennent  alors  le  nom  de  variaèles  indépendantes; 
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mt  les  quantités  restantes ,  exprimées  au  moyen  deê 
variables  indépendantes ,  sont  ce  qu'on  appelle  des 
fonctions  de  ces  mêmes  variables. 

Les  diverses  expressions  que  fournissent  Falgèbre 
et  la  trigonométrie ,  lorsqu'elles  renferment  des  va- 
riables considérées  comme  indépendantes ,  sont 
autant  de  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Ainsi , 
par  exemple , 

'     JL  (<^)  9  sin.  «r^    &c. ...  9 

sont  des  fonctions  de  la  variable  a:  ; 

œ-^-y ,.  xy ,  xy^p  &c. •., 

des  fonctions  des  variables  a;  et  y ,  ou  or,  y  et  z,  &c..* 
Lorsque  des  fonctions  d  une  ou  de  plusieurs  va- 
fiables  se  trouvent ,  comme  dans  les  exemples  pré-  - 
cédens ,  immédiatement  exprimées  au  moyen  de  ces 
mêmes  variables ,  elles  sont  Xiovam/^  jonctions  ex^ 
plicitesi  Mais ,  lorsqu'on  donne  seulement  les  reia^' 
tions  entre  les  fonctiom  et  les  variables,  c'est-à-dire^ 
les  équations  auxquelles  ces  quantités  doivent  satis^ 
faire ,  tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues 
algébriquement,  les  fonctions ,  n'étaht  pas  exprimées 
immédiatement  au  moyen  des  variables,  sont  appé«^ 
\ées  fonctions  implicites.  Pour  les  rendre  explicitesy 
il  suffit  de  résoudre ,  lorsque  cela  se  peut ,  les  équa- 
tions qui  les  déterminent.  Par  exemple ,  y  étant  une 
fonctionnmplicite  de  x  déterminée  par  féquàtion    * 

si  fou  nomme  A  la  base  du  système  de  logaritliiiies» 
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que  Ton  considère  y  la  même  fonction ,  devenue 
explicite  par  la  résolution  de  Féquation  donnée ,  sera 

• 

;  Lorsqu'on  veut  désigner  une  fonction  explicité 
d'une  seule  variable  a:  ou  ^e  plusieurs  variables  x^ 
y,  z  ...  y  sans  déterminer  la  nature  de  cette  fonc- 
tion ,  on  emploie  Tune  des  notations 

/{j^)y     F{X\     <^{X\    X{^)y    •K'^)»     '^W»     ••*    &^--     ' 

f{x,y,  z ...),  F{x,  y,  z  ...),  C|>(^,  y,  z ...),  &c...  - 

Pour  qu  une  fonction  d'une  seule  variable  soit 
complètement  déterminée ,  il  est  nécessaire  et  it 
suffit  que  de  chaque  valeur  particulière  attribuée  à 
la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur  correspon* 
dante  de  l'a  fonction.  Quelquefois,  pour  chaque 
valeur  de  la  variable ,  la  fonction  donnée  en  obtient 
plusieurs  différentes  les  unes  des  autres.  Confor- 
mément aux  conventions  adoptées  dans  les  préli« 
niibaires,  nous  désignerons  d'ordinaire  ces' valeurs 
multiples  d'une  fonction  par  des  notations  dans  les* 
quelles  la  variable  sera  (entourée  de  doublés  traits 
ou  dé  doubles  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple, 

arc  sin.  ((j?)) 

indiquera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  jc  pour 
sinus , 

Tune  quelconque  des  deux  racines  carrées  de  fat 
variable  a:  supposée  positive  >  &c.  • .  • 
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5-  ^*  ^^^  Fonctions  simples  » 

Parmi  les  fonctions  (Tune  variable  ;r^  on  appeUe 
êiniples  celles  qui  résultent-  d'une  seule  opération 
effectuée  sur  cette  variable.  Les  fonctions  siniple$ 
que  f on  considère  ordinairement  en  analyse  sont 
en  très-petit  nombre ,  et  se  rapportent  les  unes  à 
f  algèbre,  les  autres  à  la  trigonométrie.  L'addition 
et  la  soustraction ,  la  multiplication  et  la  division, 
f  çlévation  aux  puissances  et  l'extraction  des  racines, 
cuifin  la  formation  des  exponentielles  et  des  loga- 
irithmes,  produisent  les  fonctions  simples  qui  se 
rapportent  à  lalgèbre.  En  conséquence ,  si  f  on  dé- 
signe par  A  un  nombre  constant ,  et  par  a=:±:A 
une  quantité  constante  ,  les  fonctions  algébriques 
simples  de  la  variable  a:  seront 

a-^ar,  a — x,  ax,  —,  af.  A',  L{x). 

Nous  ne  tenons  pas  ici  compte  des  racines ,  pawe 
qu  on  peut  toujours  les  ramener  aux  puissances. 
Quant  aux  fonctions  simples  qui  se  rapportent  à  la 
trigonométrie ,  on  pourrait  en  compter  un  gruAd 
nombre ,  si  l'on  rangeait  parmi  les  fonctions  simples 
toutes  les  lignes  trigonométriques ,  et  les  arcs  qui 
correspondent  à  ces  mêmes  lignes  ;  mais  nous  les 
réduirons  aux  quatre  suivantes 

sin.  X  f    COS.  X  ^ 
arc  sin.  X  ^  arc  cos.  X  f 
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et  nous  mettrons  au  nombre  des  fonctions  composéesr 
ies  autres  lignes  trigonométriques  tang.  x,  sifc.  x^,  &b. 
avec  ies  arcs  correspondans ,  arc  tang.  s,  arc  sec.  x^ 

hit ;  attendu  que  ces  dernières  lignes  pe\ivent 

toujours  être  exprimées  par  le  moyen  du  sinus  et 
du  cosinus.  Nous  pourrions  même,  à  ia  rigumtr ,  i?é- 
duire  les  deux  frictions  5iaq)ies  am.  x  ^  cot.  x  à 
une  seule  »  puisqu  elles  sont  liées  entre  elles  par 
féquation  «in.*  x  -^  co».*  ;r  —  i  ;  mais  {emploi  de 
ces  ifeux  fonctions  est  â  fréquent,  qu'il  est  utile  de 
ks  conserver  toutes  deux  à^ la- fois  dans  le  calcul 
comme  fonctions  simples. 


y.  3.*  Det  Fonctions  composées, 

* 

Les  fonctions  qui  se  déduisent  d'tibe  variable  à 
îaide  de  plusieurs  opérations  prennent  fe  nom  de 
fonctions  composées}  et  l'on  distingue  parmi  ces  der» 

f'ères  les  fonctions  de  fonctions  qui  résultent  de 
usieurs  opérations  successives,  k  première  opé- 
ration étant  effectuée  sur  la  variable ,  et  chacune 
des  autres  sur.  te  résultat  de  l'opération  précédente. 
JËn  vertu  de  ces  définitions,, 

X    p      Y    *^ }      ""  y     <X.C.  .  »  • 

sont  des  fonctions  composées  de  la  variable  x;^ 

/(sin.  ;r),    /(cos.  a:),   &€ 

des  fonctions  de  fonctions,  dont  chacune  résulte  de 
4eux  opérations  successives. 
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'  Lies  fonctions  composées  se  distinguent  ies  unes 
des  autres,  par  la  nature  des  opérations  qui  ies  pro** 
duisent.  H  semble  que  Pon  devrait  nommer /onc^ûmip 
^/^'Ôn^'tté^.î  toutes  celles  que  fournissent  les  opéra-* 
tions  de  falgèbre  ;  mais  on  a  réservé  particulièreiiient 
Gè  nom  à  celfes  que  fon  forme  en  n'employant  que 
les  prem^res  opérations  algébriques ,  savrâr ,  iad- 
dition  et  k  soustraction ,  ia  multiplication  et  la  di- 
vision ,«  enfin  1  élévation  à  des  puissances  fixes  ;  et , 
dès  qu'une  fonction  renferme  des  exposans  variables 
ou  des  logarithmes,  elle  prend  ie  nom  dejanctiom 
e^çnentielle  ou  logarithniique. 

Les  fonctions  que  fon  nomme  algébriques  se 
divisent  en  Jonctions  rationnelles  et  fonctions  trrtjh 

tionnelles.  Les  fonctions  rationnelles  sont  celles  dans 

•  •  *  , .  .       .  •     .      ■ 

lesquelles  la  variable  ne  se  trouve  élevée  qu^à  des 
puissances  entières.  On  appelle  eq  partioufier^if©- 
tion  entière  tout  polynôme  qui  ne  renferme  que  d^ 
puissances  entières  de  ta  variable ,  par  exempte  ;j|jL 

a  -H  ba^  -h  c^*  -t-  &c.  ..^, 

et  Jonction  fractionnaire  ou  fraction  rationnelle  le 
quotient  de  deux  semblables  polynômes.  Le  degré 
ci  une  fonction  entière  de  x  est  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  cette  même  fonction.  La 
foiictiojp  entière  du  premier  degré ,  savoir , 

a  -H  bx 

s'appelle  aussi  fonction  linéaire ,  parce,  que ,  dans 
Tapplication  à  la  géométrie,  on  s'en  sert  pour  ren 
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l^résenter  {ordonnée  cf une  ligne  droite.  Toute  fono 
tion  entière  ou  fractionnaire  est  par  cela  même 
rationnelle ,  et  toute  autre  espèce  de  fonction  algé- 
brique est  irrationnelle. 

Les  fonctions  que  produisent  les  opérations  de 
la  trigonométrie  sont  désignées  sous  le  nom  de 
fonctions  trigonoméiriques  ou  circulaires i 

Les  divers  noms,  que  l'on  vient  d'attribuer  aux 
fonctions  composées  d'une  seule  variable ,  s'appli- 
quent également  aux  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables, lorsque  ces  dernières  fonctions  jouissent', 
par  rapport  à  chacune  des  variables  qu'elles  ren- 
filment ,  des  propriétés  que  supposent  les  noms 
dont  ï{  s'agit.  Ainsi ,  ps(r  exemple  y  tout  polynôme  ^ 
qui  ne  contiendra  que  des  puissances  entières  des 
variables  or^  y,  z  . , . ,  sera  une  fonction  entière  de 
ces  vmiables.  On  appelle  degré  dé  cette  fonction 
(^tière  la  somme  des  exposans  des  variables  dans 
I^  terme  où  cette  somme  est  la  plus  grande.  Une 
fonction  entière  du  premier  degré ,  telle  que 

a-k-  bx  -^  cy  -^  dz  -^r  &c. . . . , 
prend  le  nom  de  fonction  linéaire. 
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CHAPITRE  IL 

Des  Quantités  infiniment  petites  ou  ùfiniment 
grondée,  et  de  la  continuité  des  Fonctions!» 
Valeurs  singulières  des  Fonctions  dans  quelques 
cas  particuliers. 


5.  I/'  Des  Quantités  infiniment  petites  et  infiniment 
■  grande..  ' 

On  dît  qu'une  quantité  vanable  derîeot  tij^ni- 
ment petite,  lorsque  sa  valeur  numérique  décroit 
indéfiniment  de  manière  à  converger  vers  la  fimîte 
ïérb.  n  est  bon  de  remarquer  à  ce  sujet  qu'on  né 
doit  pas  confondre  un  décroissement  constant  avec 
tm  décroissement  indéfini. La  surface dun'p(^ygone 
iréguKer  circonscrit  à  un  cercle  donné  décroît  eons* 
tamment ,  à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  aug^ 
mente ,  mais  non  pas  indéfiniment ,  puisqu  elle  a 
pour  limite  la  surface  du  cercle.  De  même  encore  ^ 
une  variable ,  qui  n'admettrait  pour  valeurs  succes- 
sives que  les  differens  termes  de  la  suite 

—     li-     ±     -L     ±     &c 

prolongée  à  Tinfini ,  décroîtrait  constamment ,  mais 
non  pas  indéfiniment ,  puisque  ses  valeurs  succes- 
sives convergeraient  vers  la  limite  i .  Au  contraire , 


I  I 

7*»    T^> 
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une  variable ,  qui  n'aurait  pour  valeurs  successivei 
que  les  difierens  termes  de  la  suite 

I        I        1        I       • 

pnJongée  à  f infini,  ne  décroîtrait  pas  constamment  » 
puisque  la  différence  entre  deux  termes  c<mséeutift 
de  cette  suite  est  alternativement  positive  et  néga- 
tive ;  et  néanmoins  elle  décroi^t  indéfiniment , 
puisque  sa  valeur  finirait  par  s  abaisser  au-dessous 
de  ^nt  nombre  donné. 

On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  infim- 
iàênt  grande ,  lorsque  sa  valeur  numérique  croît 
indéfiniment  de  manière  à  converger  vers  ta  linuCe 
d^ .  Il  est  enéore  essentiel  d'observer  ici  qu'on  ne 
doit  pas  confondre  une  variable  qui  croit  indéfini-î^ 
ment  avec  une  variable  qui  croit  constamment.  La 
snrfiieë  d'un  polygone  régulier  inscrit  à  un  cerdè 
donné  croit  constamment,  mais  non  pas  indéfiniment; 
>à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente.  Les 
termes  de  la  suite  naturelle  des  nombre^  entiers 

I  >  ^  >  3  >  4i  5>  &<^ — 

croissent  constamment  et  indéfiniment. 

Les  quantités  infiniment  petites  et  infiniment 
grandes  jouissent  de  plusieurs  propriétés,  qui  con- 
duisent à  la  solution  de  questions  impcH*tantes ,  et 
que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots. 

Soit  du  une  quantité  infiniment  petite,  c'est-à-dire  ^ 
une  variable  dont  la  valeur  numérique  décroisse 
nidâimmênt.  Lorsque  dans  un  même  calcul  on  fiiît 
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entrer  les  diverses  puissances  entières  de  et,  savoir, 

'.■;■■) 
et,     ^    y     ^9     vxC.  •  •  •  , 

ces  diverses  puissances  sont  respectivement  dési^ 
gnécs  sous  le  nom  d'infiniment  petits  du  premier, 
du  second,  du  troisième  oindre,  &c....  En  gépéndi 
on  appelle  infiniment  petit  du  premier  ordre  toutQ 
quantité  variable  dont  le  rapport  avec  et  converge  i 
tandis  que  la  valeur  numérique  de  et  dimiiiue,  vers 
une  limite  finie  difierente  de  z^ro  ;  infiniment  petit 
du  second  ordre  toute  quantité  variable  avec  «t,  et 
dont  le  rapport  avec  ctV  converge  vers  une  liniîtt 
finie  différente  de  zéro ,  &c. . . .  Cel^.  posé ,  si  f oq 
désigne  par  k  une  quantité  finie  différente  de  ténD> 
et  par  €  un  nombre  variable  qui  décroisse  indéfir 
nîment  avec  la  valeur  numérique  de  et  y  la  .foriQQ 
générale  des  quantités  infiniment  pçtite^  du  premjîev 
prdre  sera  S 

il  et      ou  du  moins     k  du^idsit)^- 

la  formé  générale  des  quantités  infiniment  petitea 
du  second  ordre 

k  et*    ou  du  moins    ^  et*  (  i  =fc  g  ) , 

OLx/*  •   •  •  • 
\  ■  ' 

enfin  la  forme  générale  des  infiniment  petits  de 
Tordre  w  (  w  représentant  un  nombre  entier  )  sera  * 

kcL^     ou  du  moins     ^et*  (  i  =fc  g). 

On  peut  &cilement  établir ,  à  l'égard  de  ces  divers 
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ordres  de  quantités  infiniment  petites ,  les  théo- 
rèmes suivons. 

1  .*""  Théorème.  Si  ton  compare  l'un  à  r autre 
detuc  vifiniment  petits  d'ordres  differens ,  pendant 
que  tous  les  deux  convergeront  vers  la  limite 
zéro,  celui  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  finira 
par  obtenir  coristcùmneàt  la  plus  petite  valeur  nu- 
mérique. 

DÉMONSTRATION.  Soient  en  efFet 

deux  infiniment  petits,  l'un  de  Tordre  ;^,  Fautre  de 
Tordre  n,  et  supposons  n  >n;  le  rapport  entre  ie 
second  de  ces  infiniment  petits  et  le  premier ,  savoii-, 


CL 


k  izfce 

convergera  indéfiniment  avec  <t  vers  la  limite  zéro; 
ce  qui  ne.  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  la  valeur 
numérique  du  second  finit  par  devenir  constam<^ 
ment  inférieure  à  celle  du  premier. 

2/  Théorème.  Un  infiniment  petit  de  l'ordre 
n ,  cest'àrdire ,  de  la  forme 

^ct»  (i  dbg), 

change  de  signe  avec  a, ,  toutes  les  fois  que  n  est 
un  nombre  impair,  et  conserve  pour  de  très-petites 
valeurs  numériques  de  a  le  même  signe  que  la 
quantité  k,  lorsque  n  est  un  nombre  pair. 

DÉMONsi'RATÏON.  En  efFet,  dans  la  première 
hypodièsci  (W  dbange  de^gne  avec  ce;  et  dans  ia. 
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I 

seconde ,  et"*  est  toujours  positif.  De  plus ,  le  signes 
du  produit  ^  (  i  =b  g  )  est  ie  même  que  celui  de  k, 
lorsque  6  est  très^tit« 

3.*  Théorème.  La  somme  de  plusieurs  infini'- 
iiient  petits  des  ordres 


Ti>  »     ##  f     n  •    •  •  •  • 


(»'^  n  ...  désignant  des  nombres  supérieurs  à  »), 
est  un  nouvel  infiniment  petit  de  F  ordre  ». 

DÉMONSTRATION.  En  effet, 

=itct«(i±g,), 

^,  étant  un  nombre  qui  converge  avec  et  vers  la 
limite  zéro. 

Des  principes  qu'on  vient  d'énoncer  on  déduit 
aisément,  comme  on  va  ie  voir,  plusieurs  préposi- 
tions remarquables  qui  se  rapportent  à  des  poly*" 
iiomes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes 
d'une  quantité  infiniment  petite  et. 

4.*  Théorème.  Tout  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  a  ,  par,  exemple  , 

a-H  A  et-*- cet* -+-&C. . . . 

au  plus  généralement, 

(les  nombres  n^  n,  n  ....  formant  une  suite  croisa 
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santé),  finit  par  être,  pour  de  très^petites  valeurs 
numériques  de  a ,  constamment  dtr  même  signe  que 
^on  premier  terme 

a   ou   acL^. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  la  somme  faite  du 
second  terme  et  de  ceux  qui  ie  suivent  est ,  dans 
Se  premier  cas,  un  infiniment  petit  du  premier  ordre, 
dont  la  valeur  numérique  finit  par  être  inférieure  à 
celle  de  la  quantité  finie  ^^^  et,  dans  le  second  cas, 
nn  infiniment  petit  de  Tordre  n  ,  qui  finit  par  ob- 
tenir constamment  une  valeur  numérique  inférieure 
i  ceiie  d'un  infiniment  petit  de  Tordre  n. 
^    &.*  Théorème.  Lorsque,  dans  le  polynôme 

flot"  -*-ict'''-f-Cct''''-*-&C 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  , 
le  degré  n  du  second  terme  est  un  nombre  impair, 
ce  polynôme,  pour  de  très- petites  valeurs  numé'* 
riques  de  a  ,  est  tantôt  supérieur  et  tantôt  inférieur 
à  son  premier  terme  aa!^ ,  suivant  que  la  variable 
€L  et  le  coefficient  h  sont  de  même  signe  ou  da 
signes  contraires. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  dans  Thypothèse 
admise^  ia  somme  des  termes  qui  suivent  le  premier, 
savoir, 

ôct*'-^c<t"*-H&c... 

sera,  pour  de  trèsrpetites  valeurs  numériques  de  et, 
^e  même  signe  que  diacun  des  deux  produits  ba.''', 
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6.*  Théorème.  Lorsque,  dans  le  polynôme 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a , 
le  degré  n  du  second  terme  est  un  nombre  pair, 
ce  polyhome ,  pour  de  ti^ès  -petites  valeurs  nutné* 
tiques  de  a  ,  Jinit  par  devenir  constamment  supé" 
rieur  a  son  premier  terme,  toutes  les  fois  que  h 
est  positif,  et  constamment  inférieur ,  toutes  les 
fois  que  b  est  négatif 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  dans  Thypothèse 
admise,  la  somme  des  termes  qui  suivent  le  pre-. 
mier  aura ,  pour  de  très-petites  valeurs  numériques 
de  <t,  le  signe  du  produit  bd^' ,  et  par  suite  le 
signe  de  ô. 

Corollaire:  En  supposant ,  dans  le  théorème 
qui  précède ,  w  =  o ,  on  obtiendra  ta  proposition 
suivante. 

7.*  Théorème.  Si,  dans  le  polynôme 

a-^-bcL""'  -^-caf"  -H&c 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  , 
n  désigne  un  nombre  pair  /  parmi  les  valeurs  de 
ce  polynôme  correspondantes  à  des  valeurs  infini* 
ment  petites  de  a  ,  celle  qui  correspond  à  ^  =  o , 
cest'à'dire  a,  sera  toujours  la  pl^s  petite,  lors* 
que  h  sera  positif,  et  là  plus  grande,  lorsque  b 
sera  négatif 

Cette  valeurparticulière  du  jjpolynome,  plus  graiide 
ou  plus  petite  que  toutes  les  valeurs  voisines,  est  ce  ^ 
qu'on  appelle  un  maximum  ou  un  minimums 
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Les  propriétés  des  quantités  infinimeilt  petitél^ 
étftnt'  établies ,  on  en  déduit  les  propriétés  ana^ 
iogues  des  quantités  infiniment  grandes ,  en  bbseï^ 
vaut  que  toute  quantité  variable  de  cette  dernière 

espèce  peut  être  représentée  par  -,  fit  désignant 

.une  quantité  infiniment  petite.  Ainsi ,  par  exemple , 
loi'sque,  dans  le  polynôme 

ajT* -+•  ^x"""' H-  cx^"^* -H  &c,... -4- A4? -H  it 

ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  fa 
variable  or^  cette  variable  devient  infiniment  grande; 

en  la  mettant  sous  la  forme  ^ ,  on  réduit  le  poiyr 
nome  dont  il  s'agit  à 

--(I  -4--CL  -♦--et    -H...  H (t      '  H ce    J  ; 

et  Ton  reconnait  alors  immédiatement  que,  pour 
Àe  ta^-petites  valeurs  numériques  de  et ,  ou ,  ce 
qui  revient  au  même ,  pour  de  très-grandes  valeurs 
numériques  de  x  ^  ce  polynôme  est  de  même  signe 
que  son  premier  terme 


.1   ^ 

0, 


Comme  cette  remarqué  subsiste  dans  le  cas  même 
où  quelques-unes  dès  quantités  b,  c  ...  h,  k  se 
réduisent  à  zéro  ^  .il  en  résulte  qu'on  peut  énoncer 
le  théorème  suivant. 

8.*  Théorème.  Lorsque,  dans  un  polynôme 
ordonné  suivant  tes  puissimees  descendantes  de  la 
if  (friable  »y  on  Juit  croître  indéfiniment  la  valeur 

TOM.  1.  C         r 
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numérique  de  ce fte  variable,  lé  polynôme ^nit par 
être  constamment  de  même  signe  que  son  premien^ 
ierme. 


$•  2/  De  la  continuité  des  'Fondions.  , 

Parmi  Ie&  objets  qui  se  rattachent  à  la  coBsîdé- 
ration  des  infiniment  petits,  on  doit  placer  ies  no^ 
tions  relatives  à  la  continuité  ou  à  ia  discontinuité 
des  fonctions.  Examinons  d'abord  sous  ce  point  de 
vue  les  fonctions  dune  seule  variable.  * 

Soity*(^)  une  fonction  de  la  variable  a:,  ti 
"supposons  que ,  pour  chaque  valeur  de  jp  intermé- 
diaire entre  deux  limites  données ,  cette  fonetioii 
admette  constamment  une  valeur  unique  et  finie. 
Si ,  en  partant  d'une  valeur  de  a:  comprise  entre  cts 
'f  imites ,  on  attribue  à  ia  variable  a:  un  accroissement 
infiniment  petit  cl  ,  la  fonction  elle  «  même  recevra 
rpour  accroissement  la  différence 

qui  dépeildra  en  même  temps  de  la  nouvelle  va- 
riable CL  et  de  la  valeur  de  jc.  Cela  posé ,  la  fonction 
y*(jr)  sera,  entre  les  deux  limites  assignées  à  ia  va- 
riable x,  fonction  continue  de  cette  variable ,  si , 
pour  chaque  valeur  de  a:  intermédiaire  entre  .oes 
limités,  ià  valeur  Numérique  dé  la  différence         ! 

f(^a:^<t)-f(a:)  !    ' 

^décroît  indéfiqiment  avec  celle  de  <t.  En  d*au1|^ 
termes  )  la  Jonction /{a;)  rest^rg^.  ^continue  par  rupr 
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port  à  s  centre  lès  liinites  données ,  si,  wàre'^es 
limites,  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  va- 
riable produit  toujours  un  accroissement  infiniment 
petit  de  la  fonction  elle-même. 

On  dit  encore  que  la  fonction  y  (a?)  est,  dane 
le  voisinage  d'une  valeur  particulière, attribua. à 
la  variable  x,  fonction  continue  de  cette  variables, 
toutes  les  fois  qu  elie  est  continue  entre  deux  limîl^s 
Ae  X ,  même  très-rapprochées  ,  qui  ren£^m^nt  IIl 
yaleur  dont  il  s'agit. 

,  Enfin,  forsqu  une  fonction y*(ar)  cesse  d'être  cou*- 
tinue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  pai^tiçuUèr^.  de 
la  variable  x,  on  dit  quelle  devient  alors  ^/f^c(?nr 
tinue,  et  qu'il  y  a  pour  cette  valeur  particulière 
solution  de  continuité» 

D'après  ces  explications ,  il  sera  facile  jde  recon- 
naître entre  quelles  limites  une  foiJiCtida  donnée 
de  la  variable  x  est  continue  par  rappc|rt  à  cette 
variable.  Ainsi,  par  exemple ,  la  fonction  kîii.  i:^ 
admettant  pour  chaque  valeur  particulière  de  '  la 
variable  x  une  valeur  unique  et  finie ,  s(iera  c<MltilMé 
entre  deux  limites  quelconques  de  cette  variable , 
attendu  que  la  valeur  numérique  de  510.(7 et),  ^^ 
par  suite  celle  de  la  différence 

sin.  f  J7-H ft)  —  sin.  «r  =  2  sin.  (  "^  çt)  cos.  (x  -4—^  et  ) , 

décroissent  indéfiniment  avec  celle  de  et ,  quelle  que 
çoit  d'ailleurs  la  valeur  finie  que  Ton  attribue  à  Jt^. 
En  général,  si  l'on  envisage  sous  le  rapport  de  Ifl 
continuité  les  oqze  fonctions  simples  que  noustiyçyhi^ 
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considérées  ci-<Iessus  (chap.  I/%-  $.2),  savoir, 
a-^Xp  a-^Xp  uXf   — ,  lie*,  ^4'/  Lx, 

sin.  X ,   COS.  X,    arc  sin.  X ,    arc  cos.  JT^ 

on  trouvera  que  chacune  de  ces  fonctions  reste 
contihue  entre  deux  limites  finies  de  la  variable  x, 
tontes  les  fois  qu'étant  constamment  réelle  entre 
ces  deux  limites  elle  ne  devient  pas  infime  dans 
fintervalle. 

Par  suite ,  chacune  de  ces  fonctions  sera  continué 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  finie  attribuée  à  la 
variable  x,  si  cette  valeur  finie  se  trouve  comprise 

pour  les  fonctibns 
£!■+-  X 


a  —  X 
ax 


j  ,  .    >  entre  les  limites  ...x  = — 00  ,  j?=i:H-ao  ;. 

sin.  X 

COf  ;•  X 

pour'b  feattion 

•  \       (  *  •*  cûta*^  les  limites . . .  0:= — 00  ,  jr=o ,  . 
*       I  2.*  entre  les  limitei...  x-=  o  ,  x=oô  j  ' 

pour  les  fonctions 
X*    '  J 

r  /  \)  entre  les  limités ...  a; = O ,  a;=:oo,; 

enfin  pour  ks  fonctions 
arc^n,  X ,        ^     t      t.    -^ 

>  entre  les  limites...  .r=--r^  a;=-hT* 

aro  C4MI.  X 
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II  est  bon  d'observer  que ,  d&as  le  cas  où  Ion  sup* 
pose.a=F=i=  m  (m  désignant  un  nombre  entier),» 
la  fonction  simple 


a;** 


est  toujours  continue  dans  le  voisinage  d'une  vsJeur 
finie  de  la  variable  x ,  pourvu  que  cette  valeur  soit 
comprise , , 

si  a=-+-in^  entre  les  limites ...  a^= — oo,  ^=:-hoo  / 

I  entre  les  limites. . .  a:  =: —  oo  ^  jf  =  o , 
ou  bien 
entre  les  suivantes. . .  :r  =  o ,  ^  =  00. 

Parmi  les  onze  fqnctions  que  l'on  vient  de  citer , 
deux  seulement  deviennent  discontinues  pour  une 
valeur  de  a:  comprise  dans  l'intervalle  des  limites 
entre  lesquelles  ces  mêmes  fonctions  restent  réelles. 
Les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont 

—,  et  a?""  (lorsque  a=z  —  m). 

L'une  et  l'autre  deviennent  infinies ,  et  par  consé- 
quent discontinues,  pour  0::;=  o. 

Soit  maintenant 

une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z  ...\ 
et  supposons  que ,  dans  le  voisinage  de  vàlëfirs  par^ 

ticulières  X,  Y,  Z attribuées  à  ces  variables, 

f[x,  y,  z  ...)  soit  à4arfois  fonction  continue  de  o:^ 
fonction  continue  de  y^  fonction  continue  de  z,  &c» 


as-  G  DUR»  d'analyse. 

Gn  |)rouvettt  aisémcfnt  que,  si  fan  désigne  par  ctv 
Cy^y  . ..  des* quantités  infiniment  petites ,  et  si  IW 
attribue  k  a?,  y,  z  ...  les  valeurs  X,  Y,  Z  ....  ^  ovf 
des  valeurs  trçs-voisines ,  la  différence 

stenfc  efïo  -  uiéiïie  infiniment  petite.  En  effet ,  il  est 
clair  que  ^  dans  ITiypothèse  précédent^ ,  les  valeurs* 
numériques  des  différences 

/(;r-t- et»  y,  z,  ...)— /(^,  y,  z  ...), 

/(.r-«-«t,  y-hÇ,  ^-4-7  ,..)— /(jTH-ct,  jr-f  Ç,  -ç  ...), 
&c. . . , 

décroîtront  mdé^oiment  avec  ceiies  des  quantités 
variables  çl^  C/y  ...,  savoir,  la  valeur  numérique 
de  la  pr^mièrç  difi^rence  avec  la  valeur  numérique 
de  et ,  celle  de  la  seconde  différence  avec  la  valeur 
numérique  de  Ç,  celle  de  la  troisième  avec  la  va^ 
leur  numérique  de  y ,  et  ainsi  de  suite.  On  doit  en 
ço];icJiure  que  la  Minme  dé  toi^te^  ces  différences  » 
savoir, 

/(.r-^ct,  y-«-C,  z-^y,  ...)—f{x,  y^  z  ...) 

convergera  yers  la  limite  zéro,  si  et,  C,  y  ,...  coun 
vergent  vers  cette  même  limita.  En  dVutres  termes, 

aura  pour  limite 

l^  popôsitiro  qu'on  vient  de  démontrer  subsisté 
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évîclemment  dans  le  cas  même  où  ton  étabfiraîC 
entre  les  nouvelles  variables  et ,  C ,  y cer- 
taines relations.  Il  suffit  que  ces  relations  permettent 
aux  nouvelles  variables  de  converger  toutes  en 
même  temps  vers  la  limite  zéro. 

Lorsque ,  dans  la  même  proposition ,  on  remplace 
jr,  y,  z  ...  par  X,  Y,  Z...,  etar-»-ct,  y-nS,  ZH-y,.. 
par  jc,  y,  z  ...y  on  obtient  l'énoncé  suivant. 

1.*'  Théorème.  Si  les  variables  ^ ^y,  z* ...  ont 
pour  limites  respectives  les  quantités  fixes  et  dé- 
terminées X,  Y,  z ...,  et  que  la  fonction  f[x,  y,  z ...) 
soit  continue  par  rapport  a,  chacune  des  variables 
x,y,  z  ....  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs 
particulières 

.     j!=zX,  y=Y,  z—Z ..., 

/(at^  3f,  z....)    aura  pour  limite  /(JT,  y^z..,)..    . 

Comme ,  dans  ce  second  énoncé;  les  variables  ce  ^ 
C,  y  ...  se  trouvent  remplacées  par  a: — X,  y — Y, 
% — Z,  &c. , . . ,  lès  relations  qu'on  pouvait  établir» 
dans  le  premier  énoncé,  entre  et,  C,  y . . ,,  pourront 
étre^  établies ,  dans  fe  second  ,  entre  les  quaiUités 
x—X,  y — Y,  z—Z;  et  il  en  résulte  que  la  fonc- 
ûon  f(a:,  y,  z ...)  aura  pour  limite  fi[X,  Y,Z  ...), 
dans  le  cas  même  où  les  variables  x,  y ,  z  .... 
seraient  assujetties  à  certaines  relations ,  pourvu 
que  ces  relations  teur  permettent  de  s'approcher 
itidéfiniinent  des  liirates  X^Y,  Z  .... 

Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  x,  y,  z  \ .  : 
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Mient  fonctions  (f  une  même  vtriable  /  considérée, 
comme  iiidépendante ,  et  continues  par  rapport  k 
cette  variable  dans  le  voisinage  de  la  valeur  partî-- 
eulière 

Si  Ton  fait  y  pour  plus  de  commodité , 

....  •  .  .. 

f{x,y,z...)=u, 

u  sera  ce  qu'on  appelle  une  fonction  composée  de 
la  variable  t;  et,  si 

X,  Y,  Z...U 

ê  I 

désignent  respectivement  ce  que  deviennent 

dans  le  cas  où  Ton  suppose  ^=r7^,  il  est  clair,  d'une 
part,  qu'une  valeur  de  t  très-voisine  de  T  fournira 
pour  u  une  valeur  unique  et  finie  ;  d'autre  part,  qu'il 
suffira  de  faire  converger  f  vers  la  limite  T,  pour 
que  les  variables  a:^  y,  z...  convergent  vers  lea 

limites  X,   Y ,  Z ,  et  par  suite  la  fonction 

U'=f{x,  y,z...)  vers  la  limite  U=-f{X,  Y,  Z...^^ 
On  prouverait  absolument  de  la  même  manière  que^ 
si  Ton  attribue  à  /  une  valeur  très-voisine  de  Tj  U 
valeur  correspondante  de  la  fonction  u  sera  la  limite 
de  laquelle  cette  fonction  s'approchera  indéfiniment, 
tandis  que  t  convergera  vers  la  valeur  donnée;  et 
l'on  doit  conclure  que  u  sera  fonction  continue  de  t 
dans  le  voisinage  de  /;=7'.  On  peut  donc  âioncer 
le  théorème  suivant 
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'  2/  Théorème.  Désignons  par 

X,  y,  z..... 

plusieurs  fonctions  de  la  variable  t ,  ^i  soient 
continues  par  rapport  a  cette  variable  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  i:=:T.  Soient , 
déplus, 

* 

les  valeurs  particulières  de  s,y,  z  ...  correspond 
dantes  a  t=zT;  et  supposons  que,  dans  le  voisi» 
nage  de  ces  valeurs  particulières ,  la  fonction 

soit  en  même  temps  continue  par  rapport  a  9, 
continue  par  rapport  à  y,  continue  par  rapport  h 
z ,  &c...  :  u,  considérée  comme  fonction  de  t,  sera^ 
encore  cçntinue  par  rapport  à  t  dans  le  voisinage 

de  la  valeur  particulière  t=:T. 

•  •  • 

Si ,  dans  le  théorème  précédent ,  on  réduit  let 
quantités  variables  x,  y,  z  ...  k  une  seule ,  or ^  on 
obtiendra  un  nouveau  théorème,  qu'on  peut  énoncer 
comme  il  suit. 

3.'  Théorème.  Supposons  que,  dans  t  équation 

u=f{a:), 

la  variable  x  soit  fonction  d'une  autre  variable  t. 
Concevons  de  plus  que  la  variable  a^  soit  fonction 
continué  de  t  dans  le  voisinage  de  la  valeur  par^ 
ticulière  t=T,  et  u  fonction  continue  de  s  dam  le 
voisinage  de  la  valeur  particulière  x=zX  corresf* 
pondante  à  i=T.  La  quantité  m,  considérée  comme 
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fonction  de  t,  sera  encore  continue  par  râppwA  a 
cette  variable  dans  le  voisinaffe  de  la  valeur  par^ 

ÉÎmiliére  l —  T 

.    Supposons,  par  exemple, 

i#  =  a JT  et  j^  =  /"^ 

n  désignant  une  quantité  constante,  et  n  un  nombre 
entier.  On  conclura  du  3  /  théorème  que 

u  =  at' 

est ,  entre  des  limités  quelconques  de  la  variable  f^ 
fonction  continue  de  cette  variable. 
De  même ,  si  Fon  fait 

m  • 

»      —  ....       ^  *      • 

îf  =  —  ,   0?  =  sin.  tp  y  ^=,  COS.  tp 

im  conclura  du  2.^  théorème  que  la  fonction 

ti  =:  tanç.  ^  ^ 

• 

çst  continue  par  rapport  à  t  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  finie  quelconque  de  cette  variable ,  toutes  lei^ 
fois  que  la  vsdeur  dont  il  s'agit  n  est  pas  compris^ 
dans  la  formule  .^ 

^=rfc:2^'7r=fc — , 

k  désignant  un  nombre  entier;  c'est-à-dire,  toutes 
les  Ibis  qu'à  cette  vsdeur  de  t  correspond  une  valeur 
6nie  de  tang.  t  Au  contraire ,  la  fonction  tang.  f 
admettra  une  solution  de  continuité ,  en  devenant 
infinie  ,  pour  chacune  des  valeurs  de  t  comprise^ 
dans  la  formule  précédente, 
t.  -$u]^osons  encore  ^     - 
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a:±zbt,  y=^ct^  èic.,..  ^ 

a,  h,  CJ. ..désignant  des  quantités  constantes.  ÀlorSy 
u  étant  fonction  continue  à^x,  y,  z  ...  entre  des 
{îmit^  quelconques  de  oes  variabies ,  et  x,  y,  z* ,  ,r 
fonctions  continues  de  ia  variable  t  entre  dea  limites; 
quelconques  de  x;ette  dernière ,  on  conclura  du 
théorème  3  .*  que  la  fonction 

u-^^a-i-b  f -H  cf  ■+-  &c...  ..• 

est  elte-méme  continue  par  rapport  à  /  e»tre  de& 
fimi tes  quelconques.  Par  suite ^  eomme  ^=0  donna 
u-=a ,  si  Ton  fiiit  converger  t  vers  la  limite  zéro  1 
ia  fonotkm  u  convergera  vers  la  limite  a ,  et  finira 
par  obtenir  le  même  signe  que  cette  limite  ;  ce  qui 
Vaccorde  avec  le  4-*  théorème  du  §.  i  .*' 

Une  propriété  remarqusible  des  fonctions  conti'^ 
Rues  d'une  seule  variable ,  c'est  de  pouvoir  servir 
à  représenter  en  géométrie  lés  ordonnées  de  lignes, 
continues  droites  ou  courbes.  De  cette  rémarque». 
6n  déduit  facilement  la  proposition  suivante. 

4.^  THfÉORèME.  Si  la  fonction  f\x)  est  continue 
par  vixpport  à  la' variable  ^  entre  les  limites  j^=^oV 
a!:=zX^  et  ^pte  ton  désire  par  h  une  quantité  inter* 
rnédimH  entre  /(^o)  ^t  f\x),  on  pourra,  toujours 
satisfairo  it  Vé^iatioh 

par  une  ou  plusieurs  vdhnrs  réelles  de  x  comprises 

m 

entre  x^  et  x.  '        ' 
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DÉMONSTRATION.  Pour  établir  !a  proposkidh 
précédente ,  i{  suffit  de  faire  voir  que  la  courbe  qui 
a  pour  équation 

rencontrera  une  où  plusieurs  fois  la.  droite  qui  a 
pour  équation 

dans  Imtervalle  compris  entre  ies  ordonnées  qui 
correspondent  aux  abscisses  x^  et  X  ;  or  c'est  évî» 
demment  ce  qui  aura  lieu  dans  l'hypothèse  admise. 
En  effet ,  la  fonction  f{x)  étant  continue  entre  iei 
limites  x=iXo\  X'=X,  la  courbe  qui  a  pour  équa^. 
tion  y=zf(^x) ,  et  qui  passe  i  .**  par  le  point  corres*; 
pondant  aux  coordonnées  x^^f[x^)\  a.**  par  le 
point  correspondant  aux  coordonnées  Xeif{^X)i> 
sera  continue  entre  ces  deux  points  :  et,  comme  For- 
donnée  constante  b  de  la  droite  qui  a  pour  équation 
y = ^  se  trouve  comprise  entre  les  ordonnée^y*(.ro)  t ■ 
f{X)  des  deux  points  que  Ion  considère,  la  droite 
passera  nécessairement  entré  ces  deux  points  ^  ce 
qu  elle  ne  peut  faire  sans  rencontrer  dans  l'inter- 
valle la  courbe  ci-dessus  mentiomlée. 

On  peut ,  au  reste ,  comme  on  le  fera  dans  la . 
note  in,  démontrer  le  4-*  théorème  par  une  mé- 
thode directe  et  purement  analytique ,  qui  a  même 
l'avantage  de  fournir  la  résolution  nuniêrîqice  de 
l'équation 

f{x)  =  b. 
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» 

5*  3/  Valeurs  singulières  des  Fonctions  dans  quelques 

cas  particuliers. 

Lorsque ,  pour  un  système  3e  valeurs  attribuées 
aux  variables  qu'elle  renferme  ,  une  fonction  d  une 
ou  de  plusieurs  variables  n'admet  qu'une  seule  va* 
leur  y  cette  valeur  unique  se  déduit  ordinairement 
de  la  définition  même  de  la  fonction.  S'il  se  pré- 
sente un  cas  particulier  dans  lequel  la  définition 
donnée  ne  puisse  plus  fournir  immédiatement  fa 
valeur  de  fa  fonction  que  l'on  considère,  on  cherche 
la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  cette  fonction 
converge,  tandis  que  les  variables  s'approchent  in- 
définiment des  valeurs  particulières  qui  leur  sont 
assignées;  et,  s'il  existe  une  ou  plusieurs  limites  de 
cette  espèce ,  elles  sont  regardées  comme  autant  de 
valeurs  de  la  fonction  dans  l'hypothèse  admise.  Nous 
nommerons,  valeurs  singulières  de  la  fonction  pro« 
posée  celles  qui  se  trouvent  déterminées  comme  on 
vient  de  le  dire,  Telles  sont,  par  exemple,  celles 
qu'on  obtient  en  attribuant  aux  variables  des  valeurs 
infinies ,  et  souvent  aussi  celles  qui  correspondent 
à  des  solutions  de  continuité.   La  recherche  des 
valeurs  singulières  dès  fonctions  est  line  des  ques- 
tions le^  plus  importantes  et  les  plus  délicates  de 
l'analyse  :  elle  ofire  plus  ou  moins  de  difficultés, 
suivant  la  nature  des  fonctions  et  le  nombre  des 
variables  qulelles  renferment. 
Si  I  d'vbbrd ,  on  considère  les  fonctions  simples 
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d'une  âeuie  Variable ^  oti  trouvera  qui!  est  facile  de 
fixer  leurs  valeurs  singiilières.  C!ea  valeur»  cOrl:ei>- 
pondent  toujours  à  f une  des  trois  h3rpothèse9 

4tr=:-r-oo^      ari=0,     a:=c»; 

«  •  ,  ... 

et  sont  respectivement, 

)rolir  la  fonction 

VrHX  (m  desifiMiit  une  qmntité  qtieieM<]uc)     'â  |  ÔOi   iOO«.'>  . #**CI0"^  .    '  OO^ 

tt'-—X  («désignant  une  <tuaniité <;utlcenqùc)      •-•OO  i  »  '  OO ."k", •  '  (  *>QO 

a  déiignznt  une  quantité  positive    à  x  OOcbOO  #  • .  il  x 

41  «lésignant  une  quantité  négative    ^  ^  OOa&s— ÛO  «U .  A  T 

A  À  # 

4  désignant  uhe  qttantité  potiiivt      ^^^t  — ^  aedbOO»  ■  ■  ■•    ss00  : 

€1    I  Co  O-  •*— OO- 

M  a     ' .  '0t    '        I 

û  désignant  une  quantité  négative      s=0»  —  "***¥  i\^\  "-^ a>sOa 

OO  O  ^'^    — OO  '^ 

!"«  désignant  une  quantité  positive     •«•«•è«*4    O  s=*=Or    CC  -pi  QO  y. 
«  désignant  une  quantité  négative     •••*•••*•  '"O  ^=00»,    OO    =kO#  , 

^  désignant  un  nombre  sup.  i  l'hnlté  AT^  eaxO»  i^^sfcl  »  if*  SBtïOCH  ' 
yT  désignant  un  nombre  inf.  i  i'uhtté  .4'"*^-«l»ÔO»  ^"aei  >  il*'l±BO>  ' 

!la  base  du  syst.  de  log.  éunt  sup.  i  Punlté  jb(o)tt=3'    bo»  £ (OÔ^tJaataO  ^ 
y.-        "    , 
la  base  éUnt  inférieure  i  l'unité. . » . . . .  i«(o)asBB-|-bd, 


.«« 


-4* 


•m.  * sîn^— oo)>»;Af((— i.^ij) ,  fhi.(iocî)«iW((— i,^ij) , 

La  notation  J/((— i  ,-4- 1))  désigne  ici:,  comme  dans 
leîs  préliminaires  ,  une  qoeiconque  des  quantités 
moyennes  entre  les  deux  limites 

—  I    et   -H  I . 
II  est  bon  d  observer  que^  dans  le  cas  où  l'on 


1.**  fiÀtiTiE:  chx».  it.  fis 

% 

«oppose  cr  =:  =b  in  (m  désigAiott '  On MmUe  étilÂrr )( 
4a  fimction  simpie 

admet  constamment  trois  valeurs  singulières,  savoir, 

4I=H-W  (  m  «tant  impair  (— Ôp)*"=rs— OO,  o'"^©,   00"=00, 

«  =5 -m  I  m  étant  impair         (—oo)-^=0,   ({o))"^=*dbÔO ,  06^^^=^. 

»  ■  •..-•■  ,, 

*  Considérons  maintenant  les  fimçtions  composées 
id^une  seule  variable  a:,  âueiquefoïs  il  est  aisé  de 
Couver  leurs. valeurs  singuiières.  Ainsi ,  pai-  exemple^ 
si  L'on  désigne  par  k  un  nombre  entier  qudiconqueA 
on  reconnaîtra  sans  peine  que  Is^  fonction  composée 

sin.  X 

tang.  a:  = 


C08.  jr 


m  ses^  deuils  siâgulrère^  comprises  dans  les  tfois 
formules  .     .  ..* 

tandis  que  les  valeurs  singulières  de  la  fonction 

invei'se 

••  1  ■ .     ■      ■-  •'•-.■    -.  ■ —  .... 

«rc  tang,  x  =s  arc  8in 


«  .ètmmm 


sont  respectivement 


arc  tang.  (— oo)  =  —  ' — %    arc  ting.  (oo)  a*  — .  » 

Mais  souvent  aussi  de  semblables  questions  pré« 
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sentent  de  véntebles  difficultés.  Par  exemple ,  oK 
n'aperçoit  pas  immédiatement  comment  on  peut  dé» 
terminer  la  valeur  singulière  de  la  fonction 


^% 


lorsqu'on  y  suppose  jr=o  ;  ou  celle  de  la  fonction 


x"r> 


lorsqu'on  prend  j:  =  oo .  Pour  donner  une  idée  deè 
méthodes  qui  conduisent  à  la  solution  des  questions 
de  cette  espèce ,  je  vais  établir  ici  deux  théorèmes 
à  l'aide  desquels  on  peut ,  dans  un  grand  nombre 
de  cas  y  déterminer  les  valeurs  singulières  que  re^ 
çoirent  les  deux  fonctions 

lorsqu'on  y  suppose  a?  =  <x> . 

1  .*'  Théorème.  «St  ^  pour  des  valeurs  craissantes 
de  X,  la  différence 

converge  vers  une  certaine  limite  k,  lafiracHon 

X 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

DÉMONSTRATION.  Supposons  d'abord  que  la 
quantité  k  9it  une  valeur  finie,  et  désignons, par  € 
un  nombre  aussi  petit  que  Ton  voudra.  Puisque  des 
valeurs  croissantes  de  x  font  converger  la  différence 

/(**0-/(^) 


/ 
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Vers  lâ  iimite  k,  on  pourra  donner  au  nombre  h 
tine  valeur  assez  considérable  pour  que ,  x  étant 
«gai  ou  supérieur  à  A ,  la  différence  dont  il  s'agit 
soit  coH&taniment  eomprise  entre  les  limites 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier 
«quelconque,  chacune  des  quantités 

/(i^-.i)-/(A). 

&c. ... 
f{^h^n)-f{h^n-i), 

«t  par  suite  leur  moyenne  arithmétique ,  savoir , 

f{h'^)-f{h) 

n  ' 

se  trouvera  comprise  entre  les  iimites  k — g,  k-^fi. 
On  aura  donc 


J(h^n)^f(h) 


zzzk-^CLj 


CL  étant  .une  quantité  comprise  entre  les  limites  — g , 
-4- g.  Soit  maintenant 

L  équation  précédente  deviendra 

(.)         ik}-fii±^k 

\    /  X  —  h 

r        I 

et  l'on  en  conclura 
TOM.  1. 
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/(x)  =  /(A)+(x^A)  (*+»),      ■ 
W      ^=^*  (-4)  (*-.). 

De  plus,  pour  faire  croître  indéfiniment  la  valettr 
(le  a:,  il  suffira  de  faire  croître  -  indéfiniment  le 
nombre  entier  n,  sans  changer  la  valeur  de  h.  Sup- 
posons ,  en  conséquence ,  que  dans  Téquation  (  2  ) 
l'on  considère  h  comme  une  quantité  constante ,  et 
ûc  comme  une  quantité  variable  qui  converge  vers 
ia  limite  00 .  Les  quantités 

•      f(h)         h 

renfermées  4ans  le  second  niembre ,  convergeront 
vers  la  limite  zéro ,  et  le  second  membre  lui-même 
vers  une  limite  de  la  forme 

et  étant  toujours  compris  entre  — e  et  -h  g.  Par 
suite,  le  rapport 

X 

aura  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  k  —  £ 
et  /:  +  6.  Cette  conclusion  devant  subsister,  quelle 
que  soit  la  petitesse  du  nombre  g ,  il  en  ré^ult^  jqu0 
la  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  k. 
En  d'autres  termes ,  on  aura 

Supposons,  en  second  lieu,  ^=00.  En  désignant 
alors  par  H  un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voufdra. 


on  pourra  toujours  attri^et*  àu  nombre  h  une  valeur 
Hases  considérable ,  pour  que ,  x  étant  égal  ou  supé- 
rieur à  h,  la  différence 

qui  converge  vers  la  iinûte  cx> ,  devienne  constam- 
méiit  supérieure  ktï;  et,  eh  raisonnant  comme  cj- 
dessus ,  on  établira  la  Ibrmiiié 

Si  ttiâiâteââiit  otl  pose  k-¥^nii^x,  on  trouvera,  ^.lk 
lieu  de  1  équation  (2) ,  la  formule  suivante 

X  X  \  X  J 

I 

de  laquelle  on  conc{iini ,  eii  faisant  converger  x  vers 
la  limite  00  , 

X 

La  limite  du  rapport 

/(f) 


sera  ddiid  spiù^îéùrè  au  nombre  it,  quefque  grand 
qtilî  sôît.  Cette  lîniife  supérieure  a  tout  nombre 
assignable  hé  peut  étfé  qûé  finfîni  p6sîtîf. 

I^t^tfstmsr  etlÉrt  i  =  —  oô.  Polît  fâffiétiér  ce 
dernier  cas  au  précédéÉft,  il  ^lîhra  d'obseiTer  que, 
lu;  difi^ien^e  ■  j    ,  ^ 
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aura  pour  limite  -f-oo .  On  en  conclura  que  la  limité 
(jç    "f  V.  est  égale  à  -i-  oo  ,  et  par  suite  cèlïe  de 

M±k-oo. 

X  . 

•  I  i 

Corollaire  i."'  Pour  montrer  une  applicatipki 
^u  théorème  précédent,  supposons 

L  étant  la  caractéristique  des^  logarithmes  dans  un 
fystème  dont  la  base  surpasse  i'unité.  On  trouveca 

et  par  suite 

On  peut  donc  affirmer  que ,  a:  venant  à  croître  indé- 
finiment ,  ie  rapport 

X 

convergera  vers  la  limite  zéro  ;  et  il  en  résulte  que , 
dans  un  système  dont  la  base  est  supérieure  ^  tu' 
nité,  les  logarithmes  des  nombres  croissent  bemi-^ 
coup  moins  rapidement  que  les  nombres  eùx-^nêmeÈ. 

Corollaire  2/  Supposons^  en  second  lieup 

'A  désignant  un  nombre  supérieur  à  Tunité^  Oli 
trouvera 


et  par  suite 

k^A"^  {A— i)=oo. 

On  peut  donc  infirmer  que ,  x  venlmt  à  croître  indé* 
fîniment  »  le  rapport 

A* 

m  lO 

X 

converge,  yers  la  limite  cx>  -,  et  il  en  résulte  ({w 
l'exponentielle  a' ,  lorsque  le  nombre  A  surpasse 
r unité ,  finit  par  croître  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  variable  a?. 

•  CbnolLAJRMrj/  Oh  doit  observfer,  au  r^ste^ 
qu'il  n  y  a  lieu  à  chercher  par  le  théorème:  i  /'  W 
valeur  du  rapport    • 

■  X 

correspondante  i  ^==00  ,  que  daiis  le  cas  où  la 
fàfntiioh  jf{jx)  devient  infinie  avec  la  variable ^r; 
Si  cette  fonction  restait  finie  pour  .r  =  00  ,  le  rap^ 

port  i-!ii-  aurait  évidemment  zéro  pour  limite. 

Je  passe  au  théorème  qui  sert  à  détern^iner  dans 
pluisîeurk  cais  la  valeur  de 

pour  a7  3=f  00 ,  Voici  en  quoi  il  consiste  :' 

2/  Théorème.  Si,  la  fonction  f{x)  étantpositii;e 
pour  de  très-grandes  valeurs  de  x,  Zip  rapport 

/(x-Hi) 

.    ,  Il  lUl 

converge,  tandis  que  x  croit  indéfiniment  y  vers  la 


$4  <îO»iit  p'anai^tIe; 

limite  h,  l'expression 

cenvepgerà  en  même  temps  vers  la  même  limite* 

DÉMONSTRATION.  Supposohs  cTâbord  que  ia 
quantité  k ,  nécessairement  positive ,  ait  une  valeur 
finie ,  et  désignons  par  6  un  nombre  aussi  petit  que 
fon  voudra.  Puisque  des  valeurs  croissantes  de  x 
font  converger  le  rapport  • 

vefs  là  limite  k ,  on  pourra  donner  au  nomlire  k  Une 
▼dèuF  asdez  eotisidérab^e  pour  que ,  jp  étent  égal  Of 
supérieur  à  A,  le  rapport  dont  ii  s'agit  MÎt^eoMi*^ 
tamment  compris  entre  les  limites 

Cçla  posé^  si  ion  désigne  p^  n  ^p  nptjt^i)^,  entW( 
qiielcqnquç  ^  chacune  des  qu^ntité^ 

et  par  suite  leur  moyenne  géométrique  »  savoir,^ 

r/(A-4-n)1  i 

L  /(/^)    J 

se  trouvera  compris^  entir^  i^  I(EQitQft  k-^êf  ^-^t« 

Q^^^l:î^donc 


«L  étant  une  quantité  compîse  entre  les  limites  — ç, 
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h  -^  n  =i  X.  ■ 

L  équation  précédente  àe^eîiàtK 
fi  f  on  en  conclura 


/(X)=/(A).(^H-*) 


X^k 


h 


X 


(5)         [/H]'=[/('^)}M.^-*-<^) 

De  plus ,  pour  fkire  croitre  kidéfibimènt  k  iràlc^up  de 
x/\\  suffira  de  faire  croître  indéfiniment  ïe  nombre 
entier  h,  sans  changer  la  valeur  de  h.  Supposons ,  en 
eoBséquence,  que  dans  f  équation  (5)  l'on  considère 
h  coBH»e  une  quantité  constante ,  et  jp  comme  une 
quantité  variable  qui  converge  veifs  ia  timite  po^ 
Les  quantités  ^ 

renfermées  dans  ïe  second  membre,  convergeront 
vers  la  limite  i ,  et  le  second  membre  lui-même  vers 
une  limite  de  la  forme 

<L  étant  toujours  compris  entre  —  e  et  -♦-  ^.  Pajr 
suite,  fexpression 

atira  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  h  — f 
et  ^-Hg.  Cette  conclusion  devait  subsister,  quelle 
que  soit  ia^  petitesse  du  nambre  e  y  il  ea  résulte  qu^ 
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la  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  i(» 
En  d'autres  termes ,  on  aura 

(6)         lim.  [/(.f  )]^  =.k==lm.  I^^ ., 

Supposons,  en  second  lieu ,  faîj^uantité  k  infinie  » 
c'est-à-dire,  puisque  cette  quantité  est  positive,  ^=00 , 
En  désignant  alors  par  H  un  nombre  aussi  grand 
que  Ton  voudra ,  on  pourra  toujours  attribuer  ail 
nombre  h  une  valeur  assez  considérable  pour  que^ 
X  étant  égal  ou  supérieur  à  A^  le  rapport 

qui  converge  vers  la  limite  00  ,  devienne  CQnstttm^ 
ment  supérieur  à  H  ;  et,  en  raisonnant  comme  ci*^^ 
dessus,  on  établira  la  formule 

l      /(A>.      J      ^^• 

Si  maintenant  on  pose  h-v-n^zx^  on  trouvera ^  au 
lieu  de  Féquation  (5  j ,  la  formule  suivante 


h 


m^)V>[nh)yH 

de  laquelle  on  conclura ,  en  faisant  converger  x  vers 
la  limite  00  , 

lim.[f[a:)y  > H.       -        ' 
La  limite  du  rapport 

sera  donc  supérieure  au  nombre  H,  quelque  grùi 
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qu'il  soit.  Cette  limite,  supérieure  à  tout  nombre 
assignable,  ne  peut  être  que  l'infini  positif. 

Nota.  On  pourrait  facilement  démontrer  Féqua- 
tion  (6) ,  en  cherchant  par  le  théorème  i  y.  la  lùtniM 
vers  laquelle  converge  le.  logarithme 

1  Lf(x) 

et  repassant  ensuite  des  logarithmes  aux  nombres. 
Corollaire  i^  Pour  donner  une  application 
du  2.*  théorème,  supposons 

f{x)  —  xi 
on  aura 


et  par  suite ,  en  passant  aux  limites  , 

;t=i. 

Donc ,  si  Ton  fait  croître  indéfiniment  la  variable  x, 
la  fonction 

x^ 

convergera  vers  la  limite   i. 

Corollaire  2/  Soit,  en  second  lieu, 

f(x)  =  ax^  -H  bx"^^  H-  cr*"*  -+-  &c,...  =  P, 

en  sorte  que  P  désigne  un  polynôme  en  x  du  degré 
«.  On  trouvera 

/C*^0  —   y      x)      x\     xj        x\     x) 
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et»  en  paasauat  aux 

h  \j^  ^ 

Sî  cbnc  P  représente  un  ptAynome  entier  quel* 

conque  ,  P  ""  aura  pour  lîn^ite  i . 
CoROLLAïRÊ  j/  Soit  enfin 

/(x)==Z,(x). 

On  trouvera 

f(x-\-  r/_    I(:B-t-.>  _  I-(x)-<-Z.(i-t-|) 


et ,  en  passant  aux  limites  , 

k=  f. 

Par  suite ,  [  /^  (•^)  ]  *  a  encore  pour  limite  Vnmté. 

Les  théorèmes  i  ^'  et  z.^  subsistent  évidemmenf 
dans  le  cas  même  où  la  variable  a:  est  considérée^ 
comme  ne  pouvant  admettre  que  des  valeurs  en*» 
tières.  Ea  effet,  pour  rendre  appHcaUes^  a  ce  ca» 
particulier  les  démonstrations  que  nous  avons  don- 
nées des  deux  théorèmes ,  il  suffit  de  concevoir  que 
i&, quantité  désignée  par  k  dans  cltacune  âer  éek 
démonstrations  devienne  un  nombre  entier  ftèis^ 
considérable.  Si,  dansie  même  cas>  on  représente  les 
valeurs  succes^ves  de  ïa  fonction  ^(jr)  correspott- 
dan  tes  aux.  diverses  valeurs  entières  de  x,  savoir  ^ 
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■  /(«')•; /<-). /(3) /(»).    ■  " 

par 

on  obtiendra  à  la  place  des  théorèmes  i.*'  et  z.^ 
ies  propositions  suivantes. 

3/  Théorème.  Si  la  suite  des  quantités 

Aj^  ,    A^<f    A^    .....    An f    &c.  •••  . 

est  telle  que  la  différence  entre  deux  termes  con^ 
sécutifs  de  cette  suite,  savoir, 

An^i   -^  An 

converge  constamment, pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  vers  une  limite  fixe  A,  le  rapport 

n 

i 

convergera  en  niême  temps  vers  la  même  limite^ 
4.*  Théorème.  Si  la  suite  des  nombres 

A I  ,     ^x  f     ^\      •  •  •  •  •      An  ,     OCC.   •  •  • 

est  telle  fue  le  rapport  entre  deux  termes  cornée 
eutifs,  savoir,  ; 

An  ■ 

converge  constamment, pour  des  valeurs  croissantes 
de  n^  vfTs  tme  limite  fixe  a,  l' èoepression 

■        * 

emA^ei^wa  m  même  temps,  vers  fa^méme  Smile^    » 


8Q  COURS  d'analyse. 

Pour  montrer  une.  appiicatibn  du  dernier  théorème, 
supposons 

La  suite y^i  y  ^2  9  «r*  &<^*  •••  deyiendn  | 

I,  1.2,  1.2.3,  &c..,  ^-^-3  •••  (^ — i)n^&c...; 

et  le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs  de  la 
même  suite ,  savoir  , 


•^H-hl 


1.2.^..  .n(«-f-  1)  '' 

= ^^ i-  =  n-hT  i-, 


r 

M 


convergera  évidemment ,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n ,  vers  la  Umite  09 .  Par  suite ,  Tewre^ 
sion 

m 

converge  vers  la  même  limite. 

■■''••■■"  ,'  ■  ■    '       ■■  .        '♦ 

On  trouverait,  au  contraire,  que  Texpressiqit 

.  (    '    y 

'    \  r.2.3. . .*  / 

ebnvergé ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers 
la  limite  zéro.  "      * 

Souvent,  à  l'aide  des  théorèmes  i.**"  et  2.*,  on 
peut  déterminer  la  valeur  singulière  que  reçoit  une 
fonction  composée  de  la  variable^r,  tandîsqiie  cette 
variable  s'évanouit:  Ainsi,  par  exemple ,  si  Ton  veut 
obtenir  la  valeur  singulière  de  a:'  correspondante  à 
^  =  G  ,  il  suffira  de  chercher  la  limite  vers  laquelle 
converge,  pour  des.  valeurs  croissantes  de  x,  T^ir 
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pression  (•-)*=  -— r  •  Cette  limite,  en  vertu  du 

théorème  2.*(corôflaire  i.*'),  est  égaie  à  Tunité. 

De  même, "on  conclurait  du  théorème  i.*'(coror- 
laire  i.*')  que  la  fonction 

s'évanouit  avec  ia  variable  x. 

Lorsque  les  deux  termes  d^  une  fraction  sont  des 
quantités  infitiifnent  petites ,  dont  les  valeurs  nU" 
mériques  décroissent  indéfiniment  avec  celle  de  la 
variable  cl,  la  valeur  singulière  que  reçoit  cette 
fraction ,  pour  cl  =  o ,  est  tantôt  finie,  tantôt  nulle 
ûu  infirde.  En  effet ,  désignons  par  h,  k'  deux  cons- 
tantes finies  qui  ne  soient  pas  nulfes ,  et  par  6 ,  6' 
deux  nombres  variables  qui  convergent  avec  envers 
la  liniite  zéro.  Deux  infiniment  petits,  l'un  de  l'ordre 
fi,  l'autre  de  Tordre  w'^  pourront  être  représentés 
respectivement  par  , 

et  leur  rapport,  savoir, 

•  • 

•   *         •  •        •  * 

aura  évidemment  pour  limitç 

^     .Jl^^  .      i  r^i  fon  suppose  n'zzn  , 

o  ,           si  Ton  suppose  *    n'  >  n , 

±  oo\        '  si  l'on  suppose  n'  <  ». 
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.On  prouverait  de  même  que  la  limite  vers  laçuefle 
converge  le  rapport  de  deux  quantités  injinimerit 
grandes,  tandis  que  leurs  valeurs  numériques  crot^' 
sent  indéjiniment  avec  celle  d*une  même  variable  x, 
peut  être  nulle,  finie ,  ou  infinie.  Seulement,  cette 
limite  a  un  signe  déterminé ,  constamment  égaï  au 
produit  des  signes  des  deux  quantités  que  l'on  con- 
sidère. 

Parmi  les  fractions,  dont  les  deux  termes  conver- 
gent avec  la  variable  (t  vei^s  la  limite  ^o ,  on  doit 
.placer  k  suivante 

#  •    ■ 


a. 


toutes  les  fois  qu  on  attribue  à  la  vaiiable  x  une 
valeur  dans  le  voisinage  de  laquelle  la  fonction  jr(jr]| 
reste. cpntiaue.  En  effet,  dans^  cette  hypothèse,  U 
différence 

f{x^^)  -f{x)    ' 

est  une  quantité  infiniment  petite.  On  peut  oiénstf 
remarquer  qu  elle  est  e»  général  un  inixniinent  petit 
du  premier  ordre ,  en  sorte  que  le  rapport 

A 

converge  ordinairement ,  tandis  que  la  valeur  nu- 
mérique de  <L  diminue ,  vers  une  limite  finie  diffé- 
rente de  aéro.  Cette  limite  sera,  par  exemple , 

2  X ,    si  l'on,  prend  fiç^)  =  ^* 

et     -^'-p-j   si  l'on  prend  f{x)  = 
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4 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  ^  =  o ,  le 
rapport  /(^'•^"^)— /(^  .  g^  i^éduit  à  cet  autre 


m  u    ■ 


A 

Parmi  les  rapports  de  cette  dernière  espèce ,  nous 
nous  bornerons  ici  à  considérer  le  suivant 


fin.  ùL 


,Comme  il  peut  être  mis  sous  la  forme 

sin.  (  — «t)   * 


^^  » 


sa  limite  restera  la  même ,  quel  que  soit  le  signe  de 
4L.  Cela  posé ,  concevons  que  faix  cl  reçoive  une 
valeur  positive  très^petite*  La  corde  de  Tare  double 
2  et  étant  représentée  par  2  sin.  et,  on  aum  évidem- 
ment 2  (t> 2  sin.  et ,  et  par  suite 

au  >  sin.  oL. 

De  plus ,  la  somme  des  tangentes  menées  aux  ex^^ 
trémités  de  Tare  2 et  étant  représentée  par  1  tang.  et, 
et  formant  une  portion  de  polygone  qui  entelopp* 
cet  arc,  o»  aura  encore  2  tang.  o^>  2  «t,  iet  par 
conséquent 

ta,ng.  et  >  (t. 

En  réunissant  ies  deux  formules  qu  on  vient  d'éta-' 
Wir,  on  trouvem 


sin.  fit  <  et  <  tang.  et  ; 

puis^  en  remuant  pour  tang.  et  sa  valeur, 


r 


«4 


et  par  suite 


COURS 
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d'analyse. 

• 

CL  <  CL  < 

•in. 

0L 

SIIl* 

COS. 

T  > 

I   < 

a 

_    ^ 

T 

." 

sin. 

ir^ 

COS. 

T' 

I    > 

•m. 

a. 
—  > 

COS. 

(t. 

9  T 


Or,  tandis  que  et  diminue.,  cos.  et  converge  vert 
la  limite  i  :  il  en  sera  dolic  de  même  a  fortiori  du 

« 

rapport  ^^^'^-  toujours  compris  entre  i  et  cos.  (iu\ 
en  sorte  qu'on  aura 

(7)  .  ^'^-  —T- 


Là  recherche  dés  limites  vers  lesquelles  convergent 

les  rapports  — — ^-^-^  ,  ^^-^— ^ — =^-^— ^  étant  un 

des  principaux  objets  du  calcul  infinitésimal,  nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage. 

II  nous  reste  à  examiner  les  valeurs  singulières 
des  fonctions  de  plusieurs  variables.  Quelquefois  ces 
valeurs  sont  complètement  déterminées,  et  indé^ 
peiidaiites  des  relations  que  l'on  pourrait  établir  entre 
les  variajblesj.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  désigne  par 

^>  ^,  ^p  y/ 

quatre  variables  positives ,  dont  les  deux  preiiiières 
convergent  vers  la  limite  zéro ,  et  les  deux  dernières 
vers  la  limite  00  ,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  les 
expressions 

A^r  J^y. /Jt    |-i  <^^9   ^^, 
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iDnt  |K)ur  iimîteÀ  respectives     . 

Maïs  ie  plus  souvent  la  valeur  sîngliiiète  d  une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  ne  peut  être  entièrement 
détâmiaée  que  dans  i^  cas  particulier  où ,  en  faisant 
tonverger  tes  variables  verà  leurs  limites  respec- 
tiv€is^  on  établit  «ntre  elles  certaines  relations  ;  et  ^ 
tant  que  ces  relations  ne  sont  pas  fixées,  la  valeur 
singulfêre  dont  il  s'agit  est  une   quantité   ou  to- 
talement indéterniinée  y  ou  seulement  assujettie  à 
rester  comprise  entre  des  limites  connues.  Ainsi  ^ 
t:om»iè  oti  la  remarqué  plus  haut,  la  valeur  singu^* 
ifère  à  laquelle  se  réduit  le  rapport  de  deux  variables 
infiniment  petites,  dans  le  cas  où  chacune  de  ces  va« 
riables  s'évanouit ,  peut  être  une  quantité  quelconque 
finie  )  iiulfe  ou  infinie.  Eu  d'autres  termes ,  cette 
valeur  sin^ufière  sera  complètement  indéterminée. 
8i^  au  lieu  de  deux  variables  infiniment  petites ,  on 
^consîd^  deu^  variables  infiniment  grandes ,  on 
trouvera  que  le  rapport  de  ces  dernières ,  tandis 
que  leurs  valeurs  numériques  croissent  indéfiniment, 
converge  encore  vers  une  limite  arbitraire,  mais 
positive  pu  négative ,  suivant  que  les  deux  vai'iables 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Il  est 
^ffdem&xt  facile  de  s'assurer  que  te  produit  (Tune 
Variable  infiniment  petite  par  une  variable  tnfiÀkuén-t 
grande  a  pour  limite  une  quantité  coftiplétement 
indéterminée. 

Afin  de  présenter  une  dernière  application  des 
TOM.  1.  c 
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principes  quon  vient  d'établir,  cherchons  qaeBes 
valeurs  ii  faut  attribuer  aux  variubies  ar  et  y  pour 
que  la  valeur  de  la  fonction 

y 

devienne  ind^rminée.  Si  Ton  désigne  ptf  A  uh 
nombre  supérieur  à  lunîté ,  et  par  L  la  caractém- 
tîque  des  logarithmes  dans  le  système  dont  la  basfe 
est  ^  ^  on  aura  évidemment 

y  =  A        . 
et  par  suite 

!/'  =  A^^- 
Qr,  il  est  clair  q^ie  l'expression 

X  (y ) 

A^^ 

convergera  vers  une  limite  mdétermiiiée ,  Ii»rsqu6 
le  rapport 

convergera  lui-4néme  vers  une  semblable  limite,  cb 
qui  arrivera  dans  deux  cas  difTérens,  savoir,  i  .''lonK 
que  Li^y)  et  x  seront  deux  quantités  infiniment 
petites,  c^est-à-dire,  lorsque  ;r  et  y  auront  pour 
limite^  respectives  o  et  i  ;  2.**  lorsque  L{y)  et  s 
seront  deux  quantités  infiniment  grandes,  c'est- à- 
dire,  lorsque  a;  ayant  une  limite  infinie,  y  aura  pour 
limite  o  ou  c».  II  est  bon  d observer  que,  dans  l'un 
et  l'autre  cà&i  }a  limite  indéterminée  de  l'expression 
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l(v)  JL 

Mm  Bécesisaîreiiiea):  positii^e.  Il  peujt  même  arriva' 
^e  cette  Iknke  soit  assujettie  à  demeurer  comprise 
^ntre  les  valeurs  extrêmes  o  et  i  ,  ou  bien  entre 
les  suivantes ,  i  et  oc .  Concevons ,  par  exemjjle , 
que  cbaoïme  dès  variables  ^  et  i^  converge  vers  la 
<K>^  Oafi»  qe  cas ,  la  limite  du  rapport  * 


étant  niie  quantité  positiTe  quelconque,  celle  flé 

y'  =  A  *■  ne  pourra  être  qu'une  quantité 
moyenne  entre  i  et  oo.  Cette  moyenne  sera  d'ail- 
lem's  indéterminée  ^  taot  que  T-on  «établira  pas 
entre  les  variables  infiniment  grandes  a:  et  y  de 
^Blatfon  |larttcuiière.  Mais  si  f on  suppose 

y*(jp)  diésigoafit  une  fonction  qui  croisse  in<!éfini-> 
ment  avec  la  variable  x ,  alors  la  moyenne  dont  il 
ibgit^  n'étant  autre  chose  que  k  limite  de 

•■   ■t/(^)]% 

obtiendra  une  valeur  déterminée,  que  l'ôU  pourra 
souvent  calcula  à  l'mde  du  théorème  2.^ 

&,  «u  ii^.de  la  fonction  y'  ,  oh^t  cohsidéi^ 

ksqfvant^ 

y'. 

on  aurait  trouvé  que  cette  derâiêïe  dëviëlit  indéter^ 


,\. 
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minée ,  i  .^  lorsque  la  variable  y  converge  vers  tfl 
limite  i ,  et  la  variable  x  vers  Tune  des  suivantes , 
—  oo  ,  -4-  oo  ;  1/  lorsque,  la  variable  x  ayant  zéro 
pour  limite  9  y  converge  vers  zéro  ou  vers  Finfini 
positif.. 

.  duelquefois  on  rencontre  dans  le  calcul  des  ex* 
pressions  singulières  qui  ne  peuvent  être  conisidéréea. 
que  comme  des  limites  vers  lesquelles  convei^ent 
des  fonctions  de  plusieurs  variables ,  tandis  que  ces 
mêmes  variables  deviennent  infiniment  petites  ou 
infiniment  grandes ,  ou  même,  plus  généralement, 
convergent  vers  des  limites  fixes.  Telles  sont ,  par 
exemple ,  les  expressions 

oxo,   -^,    ooxoo,  g,   oxoo,   ©•,    I*,  &c.... 

parmi  lesquelles  on  doit  regarder  les  deux  jH^mîèrea. 
comme  les  limites  vers  lesquelles  convergent  le  pro- 
duit et  le  rapport  de  deux  variables  infiniment  pe* 
tites ,  les  deux  suivantes  comme  les  limites  du  produit 
et  du  rapport  de  deux  variables  positives  infiniment 

grandes ,  &c Si  l'on  considère  en  particulier  les 

expressions  singulières  que  produisent  les  fonctions 


^-Hy,    xy,   ~,   y%    y', 

on  trouvera  que  les  valeurs  de  ces  mêmes  exprès* 
sions,  lorsque  les  variables  restent  indépendantes, 
>  peuvent  être  aisément  fixées  par  ce  qui  précède.  Les 
équations  qui  serviront  à  déterminer  ces  valeurs 
seront  respectivement 
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f&fur  la  fonction 

J?-i-y...OO-HOOsOO»  OO  — OOa«iW8  — oo»  -♦-  00 5); 

ï 


•  •■ri 


fOOKOOsa  —  OOx  — 


X— OOsss-^ 


^9»j«(H>o,  -H»».  è-r^=o.  =--^=*oo, 


•  •  • 


MQprOdSl, 


açsiWj-OO.OÎ); 


[0*^=sOO*=:iW^,  oo])t  0*=sO0r^SBO> 


i— rv^QOn. 


0^~=00*'5s:00,  I 


00 


M((Or  oo]); 


y 


•  •b^ 


Q-flo  Ksoo«^  =iVJi,  ooj),  I  ojHiiifgo»  oej. 


,v 
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minée ,  i  .•  lorsque  la  variable  y  converge  ▼€ 
limite  i ,  et  la  variable  x  vers  Tune  des 
—  oo  ,  -4-  oo  ;  i.""  lorsque 9  la  variable  j?  ftj 
pour  limite  9  y  converge  vers  zéro  ou 
positif.. 

Quelquefois  on  rencontre  dans  le  calcafcj^ 
pressions  singulières  qui  ne  peuvent  être  CQlft  ^ 
que  comme  des  limites  vers  lesquelles 
des  fonctions  de  plusieurs  variables ,  tandis 
mêmes  variables  deviennent  infiniment 
infiniment  grandes ,  ou  même ,  plus  géBéi»-t=. 
convergent  vers  des  limites  fixes.  Telles  8 
exemple ,  les  expressions 


c» 


oxo,  —,  cx>xoo,  —,  oxoo  ,  o*,   x^^ 

.  parmi  lesquelles  on  doit  regarder  les  deiut 
comme  les  limites  vers  lesquelles  convergf 
duit  et  le  rapport  de  deux  variables  infi] 
tites ,  les  deux  suivantes  comme  les  limites 
et  du  rapport  de  deux  variables  positives 

grandes ,  &c Si  l'on  considère  en  pa 

expressions  singulières  que  produisent! 

^-Hy,    xy,    ~,   y',    y'^ 

on  trouvera  que  les  valeurs  de  ces  me 
sions,  lorsque  les  variables  restent  inc 
>  peuvent  être  aisément  fixées  par  ce  qui 
équations  qui  serviront  à  déterminei 
seront  respectivement 


•à. 


'*■ 


>rte 


4-. 
-  suc- 
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CHAPITRE  m. 

Des  Fonctions  symétriques  et  des  Fonctions  idier- 
nées.  Usage  de  ces  fonctions  pour  la  résolution 
des  équations  du  preniien  degré  à-  un  nombw 
quelconque  d'inconnues*  Des  Fonctions  hQ0uh 

gfiHCS. 

5'  l'*'  ^es  Fonctions  symétrigues^ 

Une  fonction  symétrique  de  plusieurs  -quantités 
est  celle'  qni  conserve  k  même  valeur  et  le  même 
signe  après  un  échange  quelconque  opéré  eatpe  <es 
quantités.  Ainsi ,  par  exemple ,  chacune  des  fonctions 

est  symétrique  par  rapport  aux  variables  qu  elle  reu-< 
ferme,  tandis  que 

X — y,   x^ ,    &c...* 

sont  des  fonctions  non  symétriques  des  variables  x 
et  y.  De  même  encore 

b-^c,  b^-^-c^y  bc,  &c.  •. 

sont  des  fonctions  symétiîques  des  deux  quantités 
b,  c; 

» 

b-^c-^d,  b^-k-c^-^d^y  bc-^bd-i-cd,  hcd 

sont  des  fonctions  symétriques  des  trois  quantités^ 
b,  c,  df  &c. •.. 


Paimr  lès  fonctions  symétriques  de' phisîeufs 
quantités  b,  c.ff,  h,  on  doit  distinguer  celles- ^i 
servent  de  coeffidens  aux  diverses  puissances  de  a 
dans  le  développement  du  produit 

(a-^^)  (  â— c) (^—5^)  (^ — ^)y 

et  dont  les  propriétés  conduisent  à  une  solution  tre^ 
élégante  cfe  piusieurs  çqnations  du  premier  (kgi)é 
entre  n  variables  a:,  y,  z. .  .u,  v,  lorsque  oes  équfir^ 
tions  sont  de  la  £orme 

a:i?-t-  3y  -H  cz  rt- . »^  -V-  g.u^-^hv  ^=^k,y 
&c 

En  effet»  soient 

-<4*„_^=i:  tfc -H  ... -f-Ôg'H- M-H  ...-*- C^-t- CA  Hr  ... -t-^Vi  ^ 

&c 

A^:=z±  be  . . . .  gh 

les  fonctions  symétriques  dont  il  s'a^t,  en  sorte 
qu'on  ait 

Sit  dans  cette  dernière  formule,  on  ren^place  suc» 
çessîvement  a  par  b ,  par  c^  6iç. ... ,  par  ^,  par  h^ 
on  trouvera 
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C*"^  -♦-  ^„.^  C*^*  -+-  &C.  •  . .  ^  ^,Ç  -t-  ;^,  =:  O  » 

&C 

« 

*  • 

A-  '  -*-  A„^,  A"-*  -t-  &c. . . .  -t-  ^  A  -t-  ^.  '==  o,  ! 

Sî  Ton  a|oute  en wite  membre  à  membre,  les  ë^Uft^ 
ticms  (  I  ),  après  avoir  muItîpBé  ia  première  par  A.  % 
la  seconde  par  -^, ,  &c.,.,  l'avant-dermère  par  j4^^„ 
et  ia  dernière  par  l'Imité  ^^  on  obtiendra  ta  suivantt 

(a*^'  -+.  A^^^  a*"*  -+-  &c. >  ..-^A,  a-t-  A^^Jt 

et  Ton  en  conclura 

(2)  o^  = 

(«— 6)  (a— c).  ^ . ,  ,(a— ^)  (a— A).. 

On  déterminerait  par  un  procédé  analogue  les  va* 
jburs  des  autres  inconnues  y,z.^.u,t>. 

Lorsque,  dans  les  équations  ^i),  on  substitué  aux 
constantes 

les  puissances  entières  successives  d'une  même  c{uan« 
tité  k^  savoir, 

A   ==2 1  y  te ^   k    9 ^^  k  .    y 
la  valeur  trouvée  pour  a?  se  réduit  à 
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5-  2.*  /)«*  Fonctions  alteméeâ. 

Une  fonction  (iltemee  de  plusieurs  quantités  est 
celle  qui  change  de  signe,  mais  en  conservant  au 
«igné  près  la  même  valeur,  lorsqu'on  échange  deux 
de  ces  quantités  entre  eUes  ;  en  sorte  que ,  par  une 
suite  de  semblabies  échanges^  là  fonction  devienne 
alternativement  positive  et  négative.  D'i^près  cette 
définition , 

sont  des  fonctions  alternées  des  deux  variables  x 

et  y, 

est  une  fonction  alternée  des  ti^ois  variables  x,  y,  ^ 
z;  et  ainsi  de  suite. 

Parmi  les  fonctions  alternées  de  plusieurs  va* 
mblea  . 

oc ,  y  f  z  • . .  u ,  V , 

on  doit  distinguer  celles  qui  sont  rationnelles  et  en- 
tières par  rapport  à  chacune  de  ces  mêmes  variables. 
Supposons  une  semblable  fonction  développée  et 
mise  sous  la  forme  d'un  polynôme.  Un  de  ses  termes» 
pris  au  hasard,  scm  de  la  forme 

h  x^  y^  ^'^  ,.,4i,  ti' v'^^ 
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p,  qj,  r  ...  s,  t  désignant  de»  noâibret- #ntiek^,  et 
k  un  coefficient  quelconque.  De  phis,  la  fonction 
devant  changer  de  signe^y  «rass  conserver  au  signe 
près  la  même  valeur,  i^rès  lechange  mutuel  des 
deux  variables  xety,  il  faudra  de  toute  nécessité 
(|B-aii  terme  dont  il  sagit  corret^onde  un  «titre 
tmn*  de  Mgne  contraire 

—  hx'^yPz^ u' v\ 

déduit  du  premier  en  vertu  de  cet  échange.  La 
fonction  se  composera  donc  de  termes  alternative- 
ment positifs  et  négatifs,  qui,  réunis  deux  à  deux, 
produiront  des  binômes  de  la  forme 

kx^  y^  z"" ...  Vf  v^  —  kx^  yP  z\...  uf  v^ 
=  k(^xP y^  —  x^ yp)z'  ...iif  v\ 

Dans  chaque  binôme  de  cette  espèce ,  p,  q  seront 
nécessairement  deux  nombres  entiers  distincts  Fun 
dte  lautre ;  et ,  comme  la  différence 

x^  y^  —  x^  yP 

m 

est  évidemment  divisible  par  y—x,  ou,  ce  qui  re-' 
vient  au  même ,  par  x  —y,  il  en  résulte  que  chaque 
binôme  et  par  suite  la  somme  des  binômes  ou  la- 
fonction  proposée  sera  divisible  par 

±(y-.ry. 

Comme  on  peut  d'ailleurs,  dans  les  raisonnemens 
qui  précèdent ,  substituer  aux  variables  x  et  y  deux 
autres  variables  quelconques  x  etjs,  ou  y  et  z,  &c.,y 


on  ofetîeadra  déàmdv^meBt  lei  condiLisions  sui- 

i  *  Une  fâBctioft  altoraée»  xwk)  entière.,  de»  pbih 
sMtu|!s  vai^khblesi  a?>^  3r>  ^s^  •  •  t  •  *u^^>  ^st  compoaâe 
de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  y  dans 
<ïbaGUB  desquiKls  les^  diverses  variahlfis  ont  toutes 
des  exposans  diffiérens  ;. 

2.*^  Une  semblable  fonction  est  divisible  par  k 
produit  des.  dififérenees    : 

~(y— •^)»  ±(^— ^), '...zb^tt— ^,  ±:(v—a;), 

=*=(2'— y)»  •••±(/^— y)>  ^^^(«'—y)» 

(l'){  &C.  ...  ±t(w— ^),  ±(î;— ^), 

iK.v».  •  •  •  • 

dr(t; — u)j 

prises  chacune  avec  tel  signe  que  Ton  voudra. 

Le  produit  dont  il  est  ici  question,  ainsi  qu'on 
peut  aiséoucnile  reconnaître^  est  lui-même  une  fono- 
tion  alternée  des  variables  que  l'on  considère.  Pour 
le  prouver,  il  suffît  de  faire  voir  que  ce  produit 
change  de  signe ,  en  conservant  au  signe  près  la 
même  valeur ,  après  l'échangie  mutuel  de  deux  va;- 
riables,  a:  et  1/  par  exemple.  Or  en  effet,  suivant 
que  Ton  adopte  pour  chaque  différence  le  signe  -h 
Du  le  signe  — ,  ce  produit  se  trouve  égal  soit  à  -^^ 
soit  àr  — c^,  la  vakur  de  Cp  étant  déterminée  par  fé* 
quatio» 

(:z).  >=, 
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et,  comme  il  est  évident  que  cette  valeur  de  <p  diange 
seulement  de  signe  en  vertu  de  rechange  mutuel 
des  variabies.x  et  y,  on  peut  conclure  qu'il  eu  fera 
de  même  d'une  fonction  équivalente  soit  à  h-<|>> 
soit  à  —  ^. 

Concevons ,  pour  fixer  les  idées  j  que  Ton  prenne 
chacune  des  difierences  (  i  )  avec  le  signe  -4-.  Le 
produit  de  toutes  ces  différences'  sera  la  fonction  <^ 
déterminée  par  l'équation  (2) ,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  par  la  suivante 

(3)  <?  = 

(y—*)  X  (j*»-,)  (,_y)  X X  (•— *)  (•— 3f)  (w— *) (•—«}. 

* 

Si,  >de  plus,  on  appelle  nie  nombre  des  variables 
^fllf  ^  •  •  •  ^9  ^  /  w —  I  sera  évidemment  le  nombre 
des  différences  qui  renferment  une  même  variable  : 
et  par  suite,  dans  chaque  terme  de  la  fôncticm  ^ 
développée  et  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme , 
l'exposant  d'une  variable  quelconque  ne  pourra  sur- 
passer n — I.  Enfin,  comme  dans  un  même  terme 
les  différentes  variables  devront  être  affectées  d'ex* 
posans  differens ,  il  est  clair  que  ces  divers  exposans 
seront  respectivement  égaux  aux  nombres 

o,    I,  2,  3,   n—\. 

Chaque  terme  %  abstraction  faite  du  signe  et  du  coef- 
ficient numérique ,  sera  donc  équivalent  au  produit 
des  diverses  variables  rangées  dans  un  ordre  quel- 
conque ,  et  respectivement  élevées  aux  puissances 
marquées  par  les  nombres  G,  i,  2^3^,n..n-*-i.(hidQit 
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m|outer  que  cbisque  produit  <Ie  cette  espèce  se  trou« 
vera  compris  une  seule  fois ,  tantôt  avec  le  signe + , 
tantôt  avec  le  signe  — ,  dans  le  développement  de 
la  fonction  ^.  Par  exemple,  le  produit 

^*  y^  z*  , . ,  • .  tt*"*  «;*"• 

ne  pourra  être  formé  que  par  la  multiplication  des 
premières  lettres  des  facteurs  binômes  qui  compo- 
sent le  second  membre  de  Téquation  (3). 

A  l'aide  des  principes  que  nous  venons  (f  établir ,. 
il  est  &cile  de  construire  en  entier  le  développement 
de  la  fonction  <|) ,  et  de  démontrer  ses  diverses  prori 
priétés  [  voyez  à  ce  sujet  la  note  IV  ].  Nous  allons 
inaintenant  faire  voir  comment  on  se  trouve  conduit, 
p^r  la  considération  d'un  ^mblable  développement, 
a  la  résolution  des  équations  générales  du  premier 
^egré  à  plusieurs  variables. 

Soient 

(4)(  a,x^b,y^c,z^\..^g^u^h,v  —  k^, 
&c..... 

n  équations  linéaires  entre  les  n  variables  ou  incooh 
nues 

a:,  y,  z  ...  u,  v, 

et  les  constantes 


a,,       *,   ,        C,  ,       &C g,,       Tl,y       k,^ 

f^xi    ^xi    c, ,    &c.  . . .  ^* ,    Ai ,    >r*  i 
&c 

choisies  arbitrairement.  Re|)résentons,  ep  outre y|)ar 
P  ce  que  devient  la  fonction  Cp  lorsqu'on  y  cezn- 
place  les  variables 

^/  y,  z  ...  u,  V 
pw  {e6  Uttr^ 

•      a ,  h ,  c  , ,  i  ^ ,   h 

considérées  coitiitie  autant  de  nouvelles  quantités; 
eti'  sorte  qu  on  ait 

(5)-  P^ 

(^—a)  X  {c^a)  (c^b)x.,  .x  (A— a)  (A— ^  (^— c).....(A— ^). 

Le  produit  P  sera  la  fonction  alternée  la  plus 
simple  des  quantitéis  a,  b,  c  ...  g,  h;  et,  si  Ion 
développe  cette  fonction.par  k  mukipiicatîon  algé- 
brique de  ses  facteurs  binômes,  chaque  tenne  du 
déveioppenlent  sera  équivalent ,  au  signe  près ,  àù 
produit  de  ces  mêmes  quantités  rangées  dàiîs  tin 
certain  ordre,  et  re^ectivemept  ^^ées  à  des  puis- 
sances marquées  par  les  exposans  o,  1,2,3,  '"^ —  '  • 
Cela  posé ,  concevt)ns  que  dans  chaque  terme  on 
remplace  les  exposans  des  lettres  par  des  indices , 
en  écrivant,  par  exemple. 


f     . .   • 
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et  désignons  par  D  ce  que  devîeirt  alors  le  dévelop- 
pement du  produit  P.  La  quantité  D  aura  évidem- 
ment, tout  comme  le  produit  P,  la  propriété  de 
changer  de  ^ïgne ,  lorsqu'on  échangera  entre  elles 
deux  des  tettres  données, "par  exemple,  les  deiix 
lettres  aet  b.  U  est  aisé  d  en  conclure  que  kt  valeur 
de  D  sera  réduite  à  zéro,  si  Ton  écrit  dans  tous  ses 
termes  la  lettre  6  à  la  place  de  la  lettre  a,  sans 
écrire  en  même  temps  a  à  la  place  de  i,  II  en  serait 
de  même  si  Ion  écrivait  par- tout  à  la  place  de  la 
lettre  a  Tune  des  lettres  c ....  g,  h.  Par  suite,  si^ 
dan$  le  polynôme  Z)^  on  désigne  la  somme  des  termes 
qui  ont  a^  pour  facteur  commun  par  A^Uo^  la 
somme  des  termes  qui  renferment  le  facteur  a,  par 

A^a^ ,  &c ;  enfin  la  somme  des  termes  qui  ont 

pour  facteur  a^,  par  y4^_,a^^, ,  en  sortp  (jjxe  Ja 
valeur  de  D  soit  donnée  par  lequation 

(6)     D=:A^a;r^A,ar^A^a^'k'f^c...'^A^,  a^^, , 

*        • 

on  trouvera  ;  en  écrivant  successivement  dans  le 
second  membre  de  cette  équation^es  lettres. i^^  c..« 
^,  h,  àJa  place  de  la. lettre  a, 

o  —  A^b,^A,b,'^A,b,'^:..-^-A„^,  b^,  ^ 

(7) (  ^--  ^  *      . 

\  o  =  A.k.-\-^A\h,'hA^h^-^...'ï-A„^,  h^^,. 


f 
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Supposons  maintenant  qu'on  ajoute  membre  à 
membre  les  équations  (4)  9  après  avoir  multiplié  k 
j>remière  par  A^ ,  la  seconde  par  ^x ,  la  troisBème 
par-^^ ...  ia  dernière  par  A^^.  On  verra,  dans  jcette 
addition,  les  coefficiéns  des  inconnue^  jf^  z  . .  •  u^  t^ 
disparaître  d'eux-mêmes  en  vertu  des  formides  (7), 
et  l'on  obtiendra  définitivement  f équation 

Dx^A^k^'^A.k^'^A^h^'^i^^w.^A^,  k^^  s 
de  laquelle  on  conclura 

\^)  X^ -g , 

Comme  d'ailleurs  des  Jeux  quantités 

13    et   yTg  ATp  -J"^j  A'i  "^  A  ^  K^  •♦"  •  •  •  •  "^-^iB^t^tf— t 

la  première  est  ce  que  devient  le  déveioppeinenC 
du  produit 

lorsque  dans  ce  développement  on  remplace  les  ex* 
posans  des  lettres  par  des  indices ,  et  ta  seconde ,  ce 
que  devient  la  quantité  D,  équivalente  au  second 
membre  de  la  formule  (6) ,  lorsqu'on  y  substitue  la 
lettre  ^  à  la  lettre  a;  il  eh  résulte  que  la  valem*  de 
X  peut  être  censée  déterminée  par  Téquation 

(9)  ^  = 

(à-~ifc)x(c-^A)(c-^)x...x(A~.Jt)(A~^)(A— c)...(A-^)' 
(*— •)x(c— â)(c-A)x,..x(A— tf)(A— ^)(A-c)...(A— ^)    » 

pomTu  que  l'on  convienne  de  développer  les  deux 
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termes  de  la  fraction  qui  forme  le  second  membre, 
et  de  remplacer  dans  chaque  développement  les 
exposans  des  lettres  par  des  indices.  La  valeur  que 
réquatioîi  (9)  prise  à  la  lettre  semble  fournir  pour 
l'inconnue  x,  n'étant  pas  exacte  et  ne  pouvant  le 
devenir  que  par  suite  des  modifications  énoncées , 
est  ce  que  nous  nommerons  une  valeur  symbolique 
de  cette  inconnue. 

La  méthode  qui  nous  a  conduits  à  la  valeur  sym- 
bolique de  j?  fournirait  également  celles  des  autres 
inconnues.  Pour  montrer  une  application  de  cptte  ^ 
méthode ,  supposons  qu'il  s'agisse  de  résoudre  les 
équations  linéaires 

(10)  la^x-\'b^y'\'C^z=zk,^ 
a^x  -i-  b^y  -¥-  c^z  =•  k^. 

On  trouvera  dans  cette  hypothèse ,  pour  la  valeur 
symbolique  de  l'inconnue  x , 

h^b'c*^  kH^c'-^  k'b^c''-'  k'b^'c*^  A*^°c'—  Jt*A  V 


a°A V— a^'ô V -t- a'^*c°— a*A°c*-+- a*A°c'— a'A'c*»    ^ 

et  par  suite ,  la  valeur  véritable  de  la  même  incon- 


nue sera 


/       \  __     Kbif^z—K^^Cx-\rk,b^c^-'kJ>^c^-\-k^b^c^'^k^b,c^ 

Nota.  Lorsque ,  dans  les  équations  (4) ,  on  rem- 
place les  indices  des  lettres  a,b,c  ...  g,h,  k  par  des 
TOM.  1 .  F 
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exposans ,  la  valeur  symbolique  de  x  donnée  pur 
lequation  (9)  devient  évidemment  la  valeur  véri» 
iable,  et  coïncide,  comme  on  devait  s'y  attendre  1 
avec  celle  que  fournit  la  formule  (3)  du  §.  i  /'' 


5.  3/   De$  Fonctions  homogènes. 

Une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z  ... 
est  homogène ,  lorsque ,  t  désignant  une  'nouvelle 
variable  indépendante  des  premières ,  le  changement 
de  X  en  tx ,  de  y  en  ty,  de  z  en  ^-s  . . .  fait  varier 
cette  fonction  dans  le  rapport  de  f  unité  à  une  Buis- 
sance  déterminée  de  //  et  lexposant  de  cette  puis- 
sance est  ce  qu  on  nomme  le  degré  de  la  fonction 
homogène.  En  d'autres  termes, 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a  par  rapport 
aux  variables  x,y,  z  ...^  û  Ion  a ,  quel  que  soit  tf 

(i)      f{tx,  ty,  tz...)  =  t^f[x,  y,  z..:\ 
Ainsi ,  par  exempte , 

sont  trois  fonctions  homogènes  des  variables  x  et  y, 
là  première  du  second  degré ,  la  deuxième  du  pre- 
mier degré,  et  la  troisième  dun  degré  nul.  Une 
fonction  entière  des  variables  x,  y,  z  ..,  composée 
de  termes  tellement  choisis ,  que  la  somme  des  ex- 
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posans  des  diverses  variables  soit  la  ipéme  dans  tous 
les  termes,  est  évidemment  homogène. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  fait  ^=-^,  on  en 
conclura 

Cette  dernière  équation  établit  une  propriété  des 
fonctions  homogènes  qu'on  peut  énoncer  de  k  ma- 
nière suivante  : 

Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  z, 
y,  z  ., . .  est  homogène ,  elle  équivaut  au  produit 
de  Vune  quelconque  des  variables  élevée  a  une  cer-- 
taine puissance  par  une  fonction  des  rapports  entré 
ces  mêmes  variables  combinées  deux  à  deux. 

On  peut  ajouter  que  cette  propriété  appartient 
exclusivement  aux  fonctions  homogènes.   Et ,  en 

effet ,  supposons  f\x,  y ,  z )  équivalente  au 

produit  de  x"^  par  une  fonction  des  rapports  entre 
les  variables  x,y ,  z  . ., ,  combinées  deux  à  deux. 
Comme  on  pourra  exjprimer  tous  ces  rapports  au  , 
moyen  de  ceux  qui  ont  x  pour  dénominateur,  en 

écrivant  par  exemple ,  au  lieu  de  — , 

il  en  résulte  que  la  valeur  âe  fi^x,  y,  z  ,. .)  sera 
donnée  par  li^ie  équation  de  la  forme 

F* 
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Cette  équation  devra  subsister ,  quelles  que  ^ient 
les  valeurs  de  ^,  y,  -s  ...  ;  et,  si  Ton  y  remplace 


... 


X  par  tXp   y  par  ty ,    z  par  tz 
elle  deviendra 

Par  suite ,  on  aura ,  quel  que  soit  t,  dans  Fhypo- 
thèse  admise, 

f{tx,  ty,  tz  ...)  —  1ff{x,  y,  z...); 
oUj  en  d'autres  termes, 

f{^>  y>  « ) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a  par  rap- 
port aux  variabies  x,  y,  z  .... 
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CHAPITRE  IV. 

Détermination  des  Fonctions  entières,  d'après  un 
certain  nombre  de  valeurs  particulières  suppo» 
sées  connues.  Applications. 


J.  1.*''  Recherche  des  Fonctions  entières  d'une  seule 
variable  ,  pour  lesquelles  on  connaît  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières. 

DÉTERMINER  une  fonction  diaprés  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues , 
c*est  ce  qu'on  appelle  interpoler.  Lorsqu^il  sagit 
d'une  fonction  d'une  ou  de  deux  variables ,  cette 
fonction  peut  être  considérée  comme  l'ordonnée 
d'une  courbe  ou  d'une  surface  ;  et  le  problème  de 
Xiriterpolation  consiste  à  fixer  la  valeur  générale 
de  cette  ordonnée,  d'après  un  certain  nombre  de 
valeurs  particulières  ,  c'est  -  à  -  dire  ,  à  faire  passer 
la  courbe  ou  la  surface  par  un  certain  nombte  de 
points.  Cette  question  peut  être  résolue  d'une  infi- 
nité de  manières  ;  et  en  général  le  problème  de 
Finterpolation  est  indéterminé.  Toutefois  l'indéter- 
mination cessera,  si  à  la  connaissance  des  valeur» 
piu*ticulières  de  la  fonction  cherchée  on  ajoute  la 
condition  expresse  que  cette  fonction  soit  entière , 
et  d'un  degré  tel  que  le  nombre  de  ses  termes  de- 
vienne précisément  égal  au  nombre  des  valeurs 
particulières  données. 


^ 
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Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  f on  côM- 
sîdère  d'abord  les  fonctions  entières  d'une  seule 
vai'iable  x.  On  établira  facilement  à  leur  égard  les 
propositions  suivantes. 

1  .*'  Théorème.  Si  une  fonction  entière  de  la 
variable  x  s'évanouit  pour  une  valeur  particulière 
de  cette  variable,  par  exemple,  pour  x=,x^y  elle 
sera  divisible  algébriquement  par  x — x^. 

2/  Théoroie.  Si  une  fonction  entière  de  la 
variable  x  s'évanouit  pour  chacune  des  valeurs  de 
X  comprises  dans  la  suite 

fi  désignant  un  nombre,  entier  quelcon^pié,  elle  settf 
nécessairement  divisible  par  le  produit 

m 

Soient  maintenant  <p[x)  et  •v|/(ar)  deux  fonction^ 
entières  de  la  variable  x ,  l'une  et  l'autre  du  degrç 
n  —  I ,  et  qui  deviennent  égales  entre  elles  pour 
chacune  des  n  valeurs  particulières  de  x  comprises 
dans  la  suite  x^^  x^j  x^  . . .  x^__^.  Je  dis  que  ces 
deux  fonctions  seront  identiquement  égales,  c'est- 
à-dire  ,  qu'on  aura ,  quel  que  soit  Xy 

et  en  effet ,  si  cette  égalité  n'avait  pas  lieu ,  on  trou- 
verait dans  la  différence 

^(^)-^Cp(.r) 
un  polynôme  entier  dont  le  degré  ne  surpasserak 
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pas  n —  I  ^  mais  qui,  s  évanouissant  pour  chacune 
des  valeurs  de  x  ci-dessus  mentionnées ,  serait  pour- 
tant divisible  par  le  produit 

{x—x^)  {x—x,  )  (x—x,) .. . .  (^— :r^^,  )  i 

c'est-à-dîre ,  par  un  polynôme  du  degré  n  ;  ce  qui 
est  absurde.  On  serait  assuré  à  fortiori  de  légalité 
absolue  des  deux  fonctions  <^{x)  et  •v|/(^),  si  Ion 
savait  qu  elles  deviennent  égales  entre  elles  pour  un 
nombre  de  valeurs  de  x  supérieur  à  ».  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant. 

3.*  Théorème.  Si  deitx  fonctions  entières  de  la 
variable  x  deviennent  égales  pour  un  nombre  de 
valeurs  de  cette  variable  supérieur  au  degré  de 
chacune  des  deux  jonctions ,  elles  seront  identique* 
ment  égales ,  quel  que  soit  x. 

On  en  déduit  comme  corollaire  cet  autre  théo- 
rème : 

4/  Théorème.  Deux  fonctions  entières  de  la 
variable  x  sont  identiquement  égales  toutes  les  fois 
qu'elles  deviennefit  égales  pour  des  valeurs  en-- 
tières  quelconques  de  cette  variable,  ou  même  pour 
toutes  les  valeurs  entières  qui  surpassent  une  limite 
donnée* 

Dansée  cas,  en  effet,  le  nombre  des  valeurs  de 
X ,  pour  lesquelles  les  deux  fonctions  deviennent 
égales,  est  indéfini. 

Il  suit  du  théorème  3  .*"  qu'une  fonction  entière 
u  du  degré  n — r  sera  complètement  déterminée^ 
si  Ton  connaît  ses  valeurs  particulières 
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correspondantes  aux  valeurs 

de  la  variabie  x.  Cherchons  dans  cette  hypothèse 
la  valeur  générale  de  ia  fonction  u.  Si  Ton  suppose 
d'abord  que  les  valeurs  particulières  1/^,  u^  ••*^^,  se 
réduisent  toutes  à  zéro ,  à  l'exception  de  la  première 
Wo,  la  fonctions,  devant  alors  s'évanouif  pourj:=j:x  i 

pour  ^  =  .r, ,  &c. enfin  pour  ^^=^^^^y  se» 

divisible  par  le  produit 

et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

ti  —  k{x~x^)  [x~x^)  .. ,  {x—x^^)^ 

k  ne  pouvant  être  qu'une  quantité  constante.  De 
phis,  u  devant  se  réduire  à  Uo  pour  x=^x^j  oneti 
conclura 

u,  =  k{ x—x^ )  {x,~x^ )  . . .  {^—^^^, ) , 
et  par  suite 


De  même,  si  les  valeurs  particulières  w^,  w^ ,  u^  ... 
u^^^  se  réduisent  toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la 
seconde  u^,  on  trouvera 

&C.  . .  . 


(•^x  —  ^o)  (•^»"^^i}    •••    K^i'^^nm^i) 


I 
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Enfin ,  si  clies  se  réduisent  toutes  à  zcto  ,  à  Vex- 
ception  de  ia  dernière  u      ,  on  trouvera 

U  =.  U         (^  — ^o)  (^  —  -g,)  «*■  (^  — J^«^J 

En  réunissant  les  diverses  valeurs  de  u  correspon- 
dantes aux  diverses  hypothèses  qu'on  vient  de  faire , 
on  obtiendra  pour  somme  un  polynôme  en  x  du 
degré  n —  i  ,  qui  aura  évidemment  la  propriété  de 
se  réduire  à  t/^  pour  x^=.x^^  à  u^  pour  ^m.r^ , 
&c. . . . .  à  u^_^  pour  x^=zx^_^.  Ce  polynôme  sera 
donc  la  valeur  générale  de  u  qui  résout  la  ques- 
tion proposée,  en  sorte  que  cette  valeur  générale 
se  trouvera  déterminée  par  la  formule 

^     ^  *^     (•^o  — ^i)   (*o— JP*) i^o  —  ^n-i) 

.j.    ^         (X'^X^)(x-^Xz) (J^— •■g«^i) 

-*-  &c 

*-'      (•^„-i-^o)(^n^.-^i)-.»(^«-i-^»-2) 

On  pourrait  déduire  directement  la  même  formule 
de  la  méthode  que  nous  avons  employée  ci-dessus 
(chî^p.  ni,  §..  i)  pour  résoudre  dans  un  cas  parti- 
culier des  équations  linéaires  à  plusieurs  variables  ; 
[voyez  à  ce  sujet  la  note  V  ]. 

Si ,  en  désignant  par  a  une .  quantité  constante , 
on  remplace  dans  la  formule  (i)  la  fonction  u  par 
la  fonction  u — a,  qui  sera  évidemment  de  même 
degré  ,  et  les  valeurs  particulières  de  u  par  les  va- 
leurs particulières  de  tt^a ,  on  obtiendra  Féquation 
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-H  &C.  .  .  .  . 

et,  en  comparant  cette  équation  à  la  formule  (i)/ 
on  trouvera  la  suivante 

H-  &c 

Cette  dernfère  équation  est  identique ,  et  subsiste 
quel  que  soit  x. 

Les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  Tune  et 
l'autre  à  résoudre,  pour  les  fonctions  entières,  le  * 
problème  de  llnterpôlatîon  ;  mais  il  convient  en 
général  de  préférer  pour  cet  objet  Féquation  (2), 
attendu  qu  on  peut  y  faire  disparaître  fHin  des  termes 
du  second  membre ,  en  prenant  la  constante  a  équi* 
valente  à  Tune  des  quantités 


u 


o   9 


U,  .    u^    ....    u 


Supposons,  par  exemple,  quil  s'agisse  de  faire 
passer  une  droite  par  deux  points  dominés.  Dési- 
gnons par  Xf, ,  y„  les  coordonnées  rectangulaires 
du  premier  point ,  par  x^ ,  y^  celles  du  second ,  et 


Xt——"  Xq 
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par  y  rordonnée  variable  de  la. droite.  En  rempla- 
çant dans  la  formule  (2)  la  lettre  u  pai*  la  lettre  yy 
puis  faisant  »=  i ,  et  a:=.y^^  on  ti'ouvera  pour  Té- 
quation  de  la  droite 

(4)  y-y.=^{y.-yo)  ^ 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'il  s'agisse  de  faire 
passéi;  par  trois  points  donnés  une  parabole  dont 
Taxe  soit  parallèle;  à  Taxe  des  y.  Nommons 

x^  et  y,  ,     ^,  et  y^  ,     ^3  ^^  ^3 

les  coordonnées  rectangulaires  des  trois  points.  Sôit 
de  plus  y  fordonnée  variable  de  la  parabole.  En 
remplaçant  toujours ,  dans  la  formule  (2) ,  la  lettré 
u  pai'  la  lettre  y ,  puis  faisant  n  =  2 ,  et  «=y  i ,  on 
trouvera  pour  leqtlation  de  la  parabole 

(5)      y-y,  =  {yo-^j.)  {^^j-l  JEÎ7) 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(6)  y~y.=:-S:[(y".-y-)S:S:-(y-y.)fiE5]- 

Lorsque  dans  Téquation  (  i  )  on  prend  m  =  J7*"  ^ 
(  m  dÉsignant  un  nombre  entier  inférieur  à  w  ) ,  les 
valeurs  particulières  de  u  représentées  par 

se  réduisent  évidemment  ù 
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On  a  donc  9  pour  les  valeurs  entières  de  m  qai  ne 
surpassent  pas  n— I , 

\//  —  •*•        fx   X  '^'x    x.'^       (x X       1 

^ Xo        *i  /  V. *o ** > •  •  -V*»^^*»— 1/ 

-H&C 

rr  ('— '^:^  C'— ',) (*— *►•.) 


v'»— i~"^e.  v.'»— i^^t)» ••''■— i""^*»— a/ 

Cette  dernière  formule  comprend  comme  cas  par^ 
ticulier  i  équation  (3}.  De  plus,  si  Ton  observe  que 
chaque  puissance  de  x,  et  en  particulier  k  puis- 
sance Jr^\  doit  nécessaimnent  avoir  le  même  coef- 
ficient dans  les  deux  membres  de  la  formule  (7), 
on  trouvera, 

I.*  En  supposant  m<n —  r, 

(8)  o  = 


">»- 

-'.■ 

—  9 

•('0- 

"'■- 

-J 

C'.- 

-'o 

/"x  — 

-'- 

^) 

&c. 

•  •  • 

^^^^     i 

2.*  En  supposant  mnz/i—  i , 

(9)        «=  ''-       ^  • 


fil: 

&c 
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n  est  bon  de  remarquer  que  la  formule  (8)  subsiste 

dans  le  cas  même  où  i  on  suppose  w=  o ,  et  devient 
alors  ' 

(lo)  o  = 


f 

• 

i^o- 

-•^i)(j^o' 

—•OTa). 

I 

..(^o- 

..) 

c^.- 

-^o)  (*,- 

■"**)••• 

.('.- 

-*«- 

..) 

&c. . 

• 

... 

I 

(•'ii-i     ^^oX'^^n-.x—^i)  •  •  •  (■^ii-.i~"*ji-i) 


5-  2.*  Détermination  des  Fonctions  entières  de  plusieurs 
variables  ,  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs 
particulières  supposées  connues. 

Les  méthodes  par  lesquelles  on  détermine  les 
fonctions  d'une  seule  variable,  d'après  un  certain 
nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues , 
peuvent  être  facilement  étendues ,  comme  on  va  le 
voir,  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

Considérons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  des 
fonctions  de  deux  variables  x  et  y.  Soient  CJ)  (^x,  y), 
\{x,  y),  deux  semblables  fonctions,  Tune  et  l'autre 
du  degré  n —  i  par  rapport  à  chacune  des  variables, 
et  qui  deviiennent  égaies  entre  elles,  toutes  les  fois 
qu  en  attribuant  à  la  variable  x  une  des  valeurs 
particulières 

on  attribue  en  même  temps  à  la  vaiîable  y  Tune 
des  suivantes 
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^(•^o)  y)î  4'('^oï  y)  seront  deux  fonctions  àeW 
seule  variable  y.^  qui  deviendront  égaies  entre  eilet 
pour  n  valeurs  particulières  de  cette  variable.*  Par 
suite,  (en  vertu  du  3/  théorème,  §.  i.**^),  ces  deux' 
fonctions  seront  constamment  égales ,  quel  que  soit 
y.  On  aura  donc  identiquement 

^(•^o>  y)  =^K^.,  y). 

On  trouvera  de  même 

^^(•^x ,  y)  =  -vK^,.  y).  • 

Cp(a;.,    y)  =  4(jr,,   y), 
&c.  .  .  •  . 

<î>(-^«-,'  y)  =  +(-^«-.»  y)- 

D'ailleurs,  les  premiers  membres  des  n  équations 
précédentes  sont  autant  de  valeurs  particulières  de 
la  fonction  CJ)(^,  y)  dans  le  cas  où  l'on  y  considère 
jc  seul  comme  variable  ;  et  les  seconds  membres 
représentent  les  valeurs  particulières  correspon- 
dantes de  la  fonction  '^(^jc,  1/).  Les  deux  fonctions 

■ 

<p  {x,.y),    '\^{x,  y), 

lorsqu'on  y  attribue  à  y  une  valeur  constante  choisie 
arbitrairement ,  deviennent  donc  égales  pour  n  va- 
leurs particulières  de  x;  et,  comme  elles  sont  toutes 
deux  du  degré  ?2  —  1  par  rapport  à  .r^  il  en  ré- 
sulte quelles  resteront  égales,  non-seulement  pour 
une  valeur  quelconque  attribuée  à  la  variable  y , 
mais  encore  pour  une  valeur  quelconque  de  a:.  On^ 
serait  assure,  à  fortiori,  de  l'égalité  absolue  des 


!•••   PARTIE^    CHAi?.    IV.  95 

^eux  fonctions  <^{x,  y),  4^(^>  y),  si  Ion  savait 
.<}u  elles  deviennent  égales  toutes  les  fois  que  les 
valeurs  des  vaiîables  ^  et  y  sont  respectivement 
prises  dans  deux  suites  composées  chacune  de  plus 
de  n  termes  différens.  On  peut  donc  énoncer  Ja 
proposition  suivante. 

1 .''  Théorème.  Si  deux  fonctions  entières  des 
variables  x  et  y  deviennent  égales  toutes  les  fois 
quejes  valeurs  de  ces  deux  variables  sont  respec- 
tivement prises  dans  deux  suites  qui  renferment 
l'une  et  Poutre  un  nombre  de  termes  supérieur  aux 
exposans  les  plus  élevés  de  x  et  de  y  dans  ces 
mêmes  fonctions ,  elles  seront  identiquement  égales. 

On  en  déduit,  comme  corollaire,  cet  autre  théo- 
rènie  : 

2.*  Théorème.  Deux  fonctions  entières  des  va- 
riables X  et  y  sont  identiquement  égales ,  toutes  les 
fois  qu  elles  deviennent  égales  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  ces  variables ,  ou  même 
pour  toutes  les  valeurs  entières  qui  surpassent  une 
limite  donnée. 

Dans  ce  cas ,  en  effet ,  le  nombre  des  valeurs  de 
X  et  de  tf  pour  lesquelles  les  deux  fonctions  devien- 
nent égales  est  indéfini.  . 

Il  suit  du  théorème  i ."  que,  si  la  fonction  <^{x,y) 
est  supposée  entière  et  du  degré  n —  i  par  rapport 
à  chacune  des  variables  x  Qi  y ,  cette  fonction  sera 
compléteniient  déterminée,  dès  que  l'on  fconnaitra 
les  valeurs  particulières  qu  elle  reçoit,  lorsqu'en* pré- 
haut  pour  valeur  de  x  Fune  des  quantités 
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on  prend  en  même  temps  pour  valeur  de  y  Tune  des 
suivantes 

yo,  y,,  y,  ..^  y,... 

Dans  ia  même  hypothèse,  la  valeur  générale  de 
la  fonction  pourra  être  facilement  déduite  de  la  for- 
mule (  I  )  du  paragraphe  précédent.  En  effet ,  si  Ton 
remplace  dans  cette  formule  u  par  c}>(x,  y) ,  on  en 
tirera 


^^^^  -+-&C ' 

(jr— Xo)  (J? — JT,) {x — Jc„_,) 


^(•^.»y) 


9(-^.^,,y); 


et  l'on  aura  de  plus ,  en  désignant  par  m  un  des 
nombres  entiers 

/  \/  (yi-2^o)(yi-ya)...(yi-y„«J   ^V   «^^i/ 

•4-  &C.  .  .  . 

(y— yo)(y— yO — (y— y  «- J      /  n 

(y„-i~yo)(y„-,-y,)..(y„-,-y„-.J  S^v-^w/y^-i  /• 

On  conclura  immédiatement  des  deux  équations  qui 
précèdent  la  valeur  générale  Ae  <^[x,  y).  On  trou- 
vera ,  par  exemple ,  en  supposant  ;e  =  2  , 
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ar  — oTo        y  —  yi 


(3) 


X  i  •*"  Xt 


• 


■r<î^(^'^yo) 


jpo  — ^1  '  yi—yo 


'^9i--'t>.)      ' 


Si  Ton  considérait  des  fonctions  de  trois  ou  Jun 
plus  grand  nombre  de  variables ,  on  obtiendrait  des 
résultats  entièrement  semblables  à  ceux  auxquels 
on  vient  de  parvenir  pour  des  fonctions  de  deux  va- 
riables seulement.  On  trouverait /p^r  exen^ple,  à  la 
place  du  2  .*  théorème ,  la  propositioiï  suivante  : 

3/  Théorème.  Deux  fonctions  ehtières'de  plu- 
sieurs  variables  -  x ,  y,  z,  ..:.  sont  identiquement, 
égales,  toutes  les  fois  quelles  deviennent  égales 
pour  des *^valeurs  entières  quelconques ^  de  ces  va^ 
riables,  ou  même  peur  toutes  les  valeurs  entières 
qui  surpassent  une  limite  donnée. 


5-  ^'^  Applications.  . 

Pour  appliquer  les  principes  établis  dans  les  pa- 
ragraphes précéderiç,  considérons  en  particulier  des 
produits  formés  par  la  multiplication  de  facteurs 
successifs  dont  chacun  surpasse  le  suivi^it  d'xme. 
unité,  le  premier  facteur  étant  fune  des  variables 
x,y^  z  ..  .\  et  chelrchôns  à'exprîtner,  au  moyen  de 
ces  sortes  dé  produits ,  le  produit  tout  aemblabla 

TOM.   I.  G 


9B  COUAS  jfkfHALYêM. 

qu  on  obtiendrait  .en  prenant  pour  premi»  lictmur 
la  somme  des  variables  données ,  savoir  « 

Si  Ton  ivduk  toutes  les  variables  à  deux ,  ie  pro- 
blème qu'il  s'agit  de  résoudre  pourra  s*énoncer 
comme  il  suk. 

1.^  Problème.  Ejcprwier  le  produit 

dans  lequel  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque, 
par  le  pwyen  des  produits  suivons 

ot  de  i9^0  ceux  Mpion  peut  en  dédidn,  en.  otumr 
g&emt  seulement  la  valeur  de  n^ 

Solution.  Pour  résoudre  plus  fi^^ement  k 
question  précédente ,  supposons  d'mbord  que  jr  et 
y  soient  des  nombres  entiers  égaux  on  supérieiffs  à 
n.  Alors  le  produit  (i)  ne  sera  autre  chose  que  W> 
numérateur  de  la  fraction  qui  exprime  le  nombre 
des  combinaisons  possibles  de  ^-ny  lettres  prûei 
nàn,  pmaque  œ  nombre  est  piécîséiaent 

Ceia  posé ,  concevons  que ,  les  lettres 

a^  b,  c,   ...p,  q,  r.., 
étuft ^MUfiKMtfbre  égai à  ^-4-y^  on  hehàmM 
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groupes ,  de  telle  maDière  que  les  iettrâ a,  b^  ç  ... 
du  premier  groupe  soient  en  nombre  égal  à  ^^  et 
les  lettres  j5?^  q,  r  ...  du.  second  groupe  en  noqibre 
égal  à  y.  Parmi  ies  combinaisons  formées  avec  ces 
différentes  lettres ,  ies  unes  renferpieront  seùleiiient 
des  lettres  prises  dans  ie  premier  groupe.  Le  j^pn^bre 
des  combinaisons  de  cette  espèce  sera 

1 . 2 . 3 .  '.  ,n 

DVutres  renfermeront  n—i  lettres  prb^s  daôs  le 
premier  groupe ,  et  unç  lettre  prise  dwi)  le  second. 
On  déterminera  facilement  le  nombre  de^  combi'* 
naisons  de  cette  seconde  espace ,  et  fo»  verra  quH 
est  égal  à 

«fjf— I  )  (lR-2  )...(x  — n-M)       y 

I  «^  •'I It**-  I  I 

On  trouvera  de  même  pouf  le  nombre  des  çomlb^ 
naisons  qui  renferment  n—2  lettres  prises  dans  le 
premier  groupe,  et  deux  lettres  prises  dfins  fe  secçnd) 

xjjt'^i  )  (x  — z)...(x->?t  +  3)       y  (y— i)   . 

1.2.^, .  ..(f»r-a)  1.2 

iac.  ..i  enfin ,  pour  ie  nçn^bre  des  combinaisons  qui 
renferment  seulement  des  lettres  prises  dans  le  der« 
hier  groupe , 

y(y— O  (y  — a) (y  — n-f-i) 


1 .2 .3  ...  .n 

La  somme  des  nombres  des  combinaisQPf  (le  chaqut 
espèce  devant  reproduire  le  nom|^re  total  des  com- 
binaisons de^  «z^+y  let^es  données  ppii^s n  à  ?i,  oa 
en  eondura 


o* 
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.(j?4-y)  (jf-i-y— i) (x-f>y  — 114*1) 

i  «  2  .  j  .  .  .  .11 

or (jF— i). .  .(jc— *H-i)  *(jf— i)...(x-*fH-a)       y 

•"T"      .  ■        ■  f     ■  I  I    ■  I     I      ■     Il     a-^    Il  V         ■    I  ■         H  »      »       ^    ■      ■■ 

,.,  1.2.3.  ..71  1.2.3.  ,  .(il— 1)  1 

V  n  ■      jr(x>-!) — (j— n4-3)     yJy—Q  _^  ^.^ 

i'.a,3.  •  .(n— a)  i.a 

_^.  ^     y(y"0'"(y-*H-a)  ^  y(y-0.-»(yr^->H-i) 

I   •       1 .2.3. .  .(»►— l)  1.2.3,.,» 

L'équation  précédente,  étant  ainsi  démonti^ 
pour  le  cas  où  les  variables  x  et  y  obtiennent  des 
Taiêui's  entières  supérieures  à  n,  subsistera,  en  vertu 
du  2.*"  théorème  [§.  2],  pour  des  valeurs  quelconques 
de:  ces  variables  ;  et  la  valeur  du  produit  (  i  )  tirée  de 
ia  même  équation  sera 

(xH-y)  (j?-»-y--i) ('-I^y  —  «-+-1) 

—  • 

=z  jf  (jc— ;i). . .  .(*— n-Hi)  H r  jr(jD— i). . .  .(«—114-2). y 

■  n  (n*— 1)        .  ,  X      ^  X       '• 

_l i.  jr(jr— i)....(jf— n.4-3).y  (y— 1) +&c..^ 

.1.2 

n  ' 

-ir— -  'P.y(y-M)-"-(y— «-^-O-HyCy— 0 — (y— «+i). 

COROLLAïKE  ly  Si  dans  Téquation  (2)  on 
remplace  ^  par  — à-  et  y  par  — y ,  on  obtiendra  k 
suivante  - 

(ar4-y)  (ar4-y4-T) (jr4-y4-n— i  )  ^ 

1  .2  .  j  . . .  ./i 

•    jr(x4-i). .  .(J?-Hi— 1)  x(x-hi).  .  .(j?-i-n— 2)        y 

^yvf  1.2.3. ..n  1 .2.2. .  .(n*— 1)   '        I 

'^   _^     ^(^-^  i)...(x+n-3)       y(y+i)  -. 

-H  '      , V  •    ■  '  -H  <xC.  •  •  • 

1 .2.3. .  .(n— 2)  '  •* 

.    *     yCy+O'-'-Cy-H»— »)    .    y(y4-0---(y-H«^0 


F  ^ 


I   *        1.^.3.  ..(w—i)  i.ai3«..«i 
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Corollaire  2*  Si  dan^  lequation  (2)  on  rem- 
place X  par  ^  et  y  par  — ,  on  trouvera 

(r  +  y)  (x  +  y— 2) (jr-i-y— an*M) 

2.4.6.  ...(21») 

X  (x— 2). .  .(X—2IH-2)  9  (x— 2). .  .(jp— 2114-4)       y 

/'wN/  2.4.6. ..(2«)  a. 4. 6... {ai»— 2)     .'"T 

.    *     y(y~^)'-.(y— ^>H-4)  _^  y(y— O-^-Cy—aM-i) 

2  2.4.6. . .(  2  1»— 2  )  .  2.4. 6. .  .(an) 

Corollaire  j/  En  développant  les  deux 
membres  de  Féquation  (2) ,  et  ne  conservant  de  part 
et  d'autre  que  les  termes  dans  lesquels  là  somme  des 
exposaris  des  variables  est  égale  à  n,  on  obtiendra 
la  formule 

(j-i-y)'     _  g"  x"-'  y 


i.2«3...n  1.2.3. ..n  i'.2.j...(« — 1)    *    1 

T"  OLC  .  .  . 


•"•■^  y 


1 .2.2.  ,.(n  —  a)  1.2 


I    *     1 .2.3  . . .(«— i)  1.2.3.  ..n 

La  valeur  de  [x-^-yY  tirée  de  cette  dernière  for- 
mule est  précisément  celie  que  fournit  le  binôme  de 
Newton. 

Les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  peuvent  être 
facilement  étendues  au  cas  où  l'on  considère  plus  de 
deux  variables;  et  la  méthode  qui  nous  a  conduits 
à  la  solution  du  premier  problème  se  trouve  égale- 
ment applicable  à  la  question  suivante  : 

^  2.*  Problème.  ^^  y,  z  ...désignant  des  variables 
en  nombre  quelconque,  exprimer  le  produit 
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en  fonction  des  suifvanê 

x{a:—  i)  {x  —  2)  .  • .  (jî  — «-♦-  i)  I 

y(y-0(y-^)---(y-«^-0> 

J5(z-*-l)  (^  —  2)  ...  (^— 1^-4-  1), 
&C 

y    et  àè  iMts  eéué^  ^'on  peut  en  déduire  p  m  efui$igean$ 
ta  valeur  de  n. 

On  ëohinlét^çera  par  résoudre  fe  problème  dans 
fé  cà$  ùiLâ^,y,  z  . ..  désignent  des  liombres  entiers 
topétteurâ  à  n^  en  partant  de  ce  principe»  que  h 
Inaction 
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est  égaie  au  nombre  des  combinaisons  que  l'on  pniM 
former  avec  x-^y-^-z  , . .  lettres  prises  n  à  n.  Puis» 
on  passera  au  cas  où  les  variables  x,y ,  z  .^^  de- 
viennent déâ  quailtités  quelconques ,  en  s  appuyant 
sur  lé  3.*  théorème  du.^.  2.  Lorsque  Ton  aura  ainsi 
démontré  ia  formule  qui  tésout  là  quesdott  pro]^&ée» 
on  en  déduira  sans  peine  la  valeur  de  la  puiii|tu^t0 

On  y  parviendra,  en  eifei^  en  développant  1h  itettt 
membres  de  la  formulé  trouvée  ^  et  ne  coilft»rV|ttit  di 
part  et  d'autre  que  les  termee^  diuis  leiqtteis  le»  êX^ 
posans réunis  des  viuriabies x^y^z  .Kk  fonsâift  tint 
somme  égale  an. 
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CHAPITRE  V. 

Détermination  des  Fonctions  continues  d^une  seule 
iuttiable  propres  a  vérifier  certaines  conditions. 


f.  1.*'  Itecherchê  Hune  Fonctûm  continue  formée  de 
tèUe  numiète  que  deux  semhtubtes  Foneti&ns  de 
fuamitéê  variables,  étant  ajoutées  ou  multipHées 
ontTB  eUesp  donnent  pour  somme  eu  pour  produit 
une  Fonction  semblable  de  la  somme  ou  du  produit 
de  ces  variableê. 

Lorsque,  au  lieu  de  fonctions  entières /on  con- 
sidère des  fonctions  quelconques ,  dont  on  laisse  la 
forme  entièrement  arbitraire ,  on  ne  peut  plus  réussir 
à  les  déterminer  d'après  un  certain  nombre  de  va- 
leurs particulières  )  quelque  graqd  que  soit  ce  même 
nombre  ;  mais  on  y  parvient  quelquefois  dans  le  cas 
dû  Yôn  suppose  connues  certaines  propriétés  géné- 
rales de  ces  fonctions.  Par  exemple ,  une  fonction 
continue  ée  x,  rejn^sentée  par  c^  (^),  peut  être 
complètement  déterminée,  lorsqu'elle  est  assujettie 
à  vérifier ,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  va- 
riabfes  x  ^  y  ^  Tune  des  équations 

(i)  <1>  (*  ^-  jr)  =  <1>  (^)  ^  cp  (y )  , 

ê 

•u  bien  ^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives 
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des  mêmes  variables,  l'une  des  équations  suivant» 

(3)  <ï>(^y)  =  <?(*)-*-<?  (y). 

(4)  ,,  <P{^y)  =  <^{^)  X  <l>(y)- 

La  résolution  de  ces  quatre  équations  présente 
quatre  problèmes  difFérens  que  nous  allons  traiter 
l'un  après  l'autre. 

1.*'  PROBLÈiyiE.  Déterminer  la  fonction  (p{x) ,  de 
manière  quelle  reste  continue  entre  deux  limites 
réelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que  ïon  ait 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x  et  y 

(i)  <î>(^-4-y)  =  c|>(j:)-H<J)(.y).     • 

Solution.  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace 
successivement  y  par  y-^z ,  z  par^-f-M,  &c,  . . . , 
on  en  tireM 

^(a:-^-y-t-z-+-w-f- ) 

=»cp(.r)-t-Cj)(y)-4-C})(^)-f-C})(f^)-f-&c. .  •. , 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  z^  u,  &c.  : 
si ,  de  plus ,  on  désigne  par  m  ce  même  nombre ,  par 
(L  une  constante  positive ,  et  .que  l'on  fasse 

a:  =  y  =  ^  =  w  . . . .  =  et , 

la  formule  que  l'on  vient  de  trouver  deviendra 

<f  (met)  =  w  Cp  (fit). 

Pour  étendre  cette  dernière  équation  au  cas  où  le 
nombre  entier  m  se  trouve  remplacé  par  un  nombre 
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fractionnaire  — ,  ou  même  par  un  nombre  qui- 
conque /n,  on  fera^  en  premier  lieu, 

t  =  —  et , 

met  n  désignant  deux  nombres  entiers  ;  et  Ton  en 
conclura 

n.<p(C)  =  m.  Cp(ct), 

puis  9  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  ma- 
nière à  converger  vers  un  nombre  quelconque  fju , 
et  passant  aux  limites,  on  trouvera 

Si  maintenant  on  prend  cL=zi ,  on  aura*,  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  /^ , 

•  (5)  ^(/^)  =  /^<l>(0^  .  • 

et  par  suite ,  en  faisant  converger  /jl  vers  la  limite 
zéro, 

* 

C|>(o)  =  o. 

D'ailleurs,  si  dans  l'équation  (i)  on  pose  xzzz/â,^ 
yz=z — f^^  on  en  tirera 

L'é^ation  (  5  )  subsistera  donc ,  lorsqu'on  y  çhan- 
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géra  /a  en  -^fA.  En  d'autres  termes ,  on  «Wâ»  pôtir 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la 
Variable  a:, 

(6)  C}>(ar)  =  Jf<p(l). 

li  suit  de  la  formule  (6)  que  toute  fonc(ioit'<p'(^), 
qui ,  demeurant  continue  entré  des  limites  quelcon- 
ques de  la  variable ,  vérifie  1  equatioik  (  i  )  ^  est  néces» 
sairement  de  la  forme 

(?)  <S^{x)-ax,  . 

a  désignant  une  quantité  constante.  J'ajoute  que  la 
fonction  da;  jouira  des  propriétés  énôneéeè ,  queUe 
que  soit  la  valeur  de  la  constante  a.  En  effbtt  fe 
produit  ax  est,  entre  des  limites  quelconques  de  k 
variable  x ,  fonction  continue  dé  cette  variable;  et, 
de  plus,  la  supposition  C^(^)  =  a.r  change  F^ua- 
.  tîon  (i)  en  cette  autre 

a{x^y)^ax^ay , 

laquelle  est  évidemment  toujours  identique.  La  for- 
mule (7)  fournit  donc  une  solution  de  la  qtiestîOD 
proposée ,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  la 
constante  a.  La  faculté  que  Ion  a  dé  choisir  arbitrai- 
rement cette  constante ,  lui  a  fait  donner  le  nom  de 
tùnsiante  mhitraire. 

2.*  Problème.  Déterminer  la  fonction  ^(«),  ie 
manière  qu'elle  reste  cantimm  entre  deux  Imites 
féelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que  Fon  ait 
pmr  tùutes  les  valeurs  réettei  des  tfOridbles  ^éty 
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(2)  <p  {a: -^  y)  =z  <^  {at)  .  <p  {y). 

Solution.  II  est  d'abord  fiu^ile  de  s'assurer  que 
la  fonction  Cp>  («r) ,  ^assujettie  à  vérifier  Téquation  (2)1 
n'admet  que  des  valeurs  positives  :  et  en  effet ,  si 
dans  Téquation  (2)  on  fait  y^-x,  on  trouvera 

puis  on  en  coïictura  ^  en  écrivant  \  x  au  lieu  de  x, 

La  fonction  <S^[x)  est  donc  toujours  équivalente  à 
un  carré,  par . conséquent  toujours  positive.  Cela 
posé,  concevons  que  dafii  l'équation  (3)  on  remplace 
successivement  y  par  y  -^z^  z  par  z-^u^  &c. ...  « 
on  en  tirenet 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x^y,z,u  .%% 
Bi,  de  plus ,  on  désigne  par  m  ce  méfne  nombre,  par 
0,  une  constante  positive ,  et  que  l'on  fasse 

•    a:  =  y  =  >5  =  w  ..,•=:  fit  ; 
la  formule  que  {'on  vient  de  trouver  deviendra 

Pour  étendre  cette  dernière  formule  au  cas  oii  k 
toioiirç  etkÛet^  m  se  th)uve  remplacé  pal"  un  nombre 

firactîoBAaire  ^ ,  pu  même  par  un  nombre  queicùA» 

que  /A, I  On  fera,  en  premier  lieu. 
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fi  m 

n  ' 

171  et  n  désignant  deux  nomjbres  entiers;  et  ion  en 
conclura 

nÇ>  =  met, 

[<p(€)]»  =  [<;)(<t)f, 

<;>(€)  =  <:î)(^^)  =  [<:î)(ct)lï: 

puis ,  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  mn- 

nière  à  converger  vers  un  nombre  quelconque  /4 , 
et  passant  aux  limites ,  on  trouvera    • 

Si  maintenant  on  prend  et  =:  i ,  on  aura  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  />t 

(8)      <i>(^)=[<î>(or, 

et  par  suite  ^  en  faisant  converger  jx  vers  la  limite 
xéro, 

cî)(o)=i. 

D'aiHcurs  ,  si  dans  lequation  (2)  on  pose  a;  =  /i. , . 
y=  — />t,  on  en  conclura 

L  ecjuation  (8)  subsistera  donc ,  lorsqu'on  y  changera 
ft  en  — />t.  En  d'autres  termes,  on  aura  pour  de» 
valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la  va- 
riable X  / 
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(9)  •   ■  <i>w  =  [<i>(or- 

H  suit  de  Téquation  {9)  que  toute  fonction  cp{x) 
propre  à  résoudre  le  second  problème  est  nécessai- 
rement de  la  fotme 

(10)  <^,{x)  =  A\ 

1"» 

A  désTghant  une  constante  positive.  J'ajoute  qu'on 
peut  attribuer  à  cette  constante  une  valeur  quel; 
conque  entre  les  limites  o  et  00 .  En  effet ,  pour  toute 
valeur  positive  de  ^ ,  là  fonction  A  '  reste  continue 
.  depuis  :c=—  00  jusqu'à  j;=-i-  00  ,  et  l'équation 

est  identique.  La  quantité  A  est  donc  une  constante 
arbitraire  qui  n'admet  que  des  valeurs  positives. 

Nota.  On  pourrait  arriver  très-simplement  à  l'é- 
quation (9),  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  deà  deux  mettitres 
de  l'équation  (2)  dans  un  système  quelconque ,  on 
trouvera 

•  4      .  '* 

1  '    -      •  .    '  •  \    ■■  ■  .  •  •  ■  • 

et  Ton  en  conclum  [voyez  le  i  ."'problème]  -; 

puiSy  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres  , 

'   3'.*  Problème.  Déterminer  la  fonction  (p(^)  de 
manière  quelle  reste  continue  entre  detix  limites 
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positives  quelcçnques  de  la  variable  s ,  et  que  ton 
ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables 
sf  et  y, 

(3)       <^{^y)~<P{^)-^<P{vy 

Solution.  II  serait  fiicile  d'appliquer  à  U  solution 
du  3  .^  problème  une  méthode  semblable  à  celle  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  ie  premier  ;  mais 
on  arrive  plus  promptemênt  à  Ii^  solution  chercbéét 
en  mettant  Téquation  (3)^  ainsi  qu'on  va  le  &iref  nom 
une  forme  analogue  à  celle  de  Féquation  (i). 

Si  Ton  désigne  par  A  un  nombre  quelconque,  et 
par  L  la  caractéristique  des  îogaritiimes  dans  le  sys^ 
tème  dont  la  base  est  -A,  on  aura  >  pour  toutèi  Iflfr 
valeurs  posithres  des  variables  a;  et  y, 

^Ix  jt*Jf 

X  =  A     ,     y^  A     y    •      . 
en  sorte  que  l'équation  (3  )  deviesidra 

Comme  >  dans  cette  dernière  formule ,  les  quantités 
variables  Lx,  Ly  admettent  des  valeurs  queIcop« 
ques  positives  ou  négatives,  il  en  résulte  quon  aura^ 
pour  toutes  les  valeurs  j^é^Hes  possijbl^sdes  variables 
or  et  y, 

•  *    • 

On  «n  conclurti  [voyelle  i  .*'  problème j  p^juaj^/^^ 


6t  p«r  suite 

<^{A")=:<p{A).Lx, 

QUj  ce  i|m  revient  au  méme^ 

(il)  <^{x)  =  <^(^A) .  La:. 

n  3uit  de  la  formuie  (11)9  que  toute  fonction 
<f  {ai)f  propre  à  résoudre  le  3 .*  problème,  est  néces- 
nirement  de  la  forme 

(la)  <f  (^)  =  aZ.(ar), 

a  désignant  une  copstante.  H  est  d'ailleurs  aisé  de 
s'assurer  y  i  /  que  la  constante  a  demeure  entièrep^nt 
arbitraire  y  :z/  quen  choisissant  convenablement  le 
nombre  A,  qui  est  lui-même  arbitraire,  on  peut 
la  ^duire  à  f  unité. 

4.*  Problème.  Détermifysr  la  fonction  (p{x)  de 
manière  qu^elle  reste  continue  entre  detu:  limites 
positives  quelconques  de  la  variable  x,  et  que  ton 
uA,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables 
«  et  y, 

(4)        <}>(^y)  =  <?W-<P(y)- 

SoLÛTîOff.  ït  serait  facile  d'appliquer  à  fa  tolution 
in  4.'*  problème  une  méthode  semHatle  *à  ceHe  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  le  second.  Mais 
on  arrivera  plus  prpmptement  à  la  solution  cherchée, 
$ifon  dbserl^  qu'en  désignant  par  X  la  caractéris- 
tique des  logarithmes  dans  le  .système  iont  la  base 
Q0t^  ^  |imM(  ;iaettre  iiouquatiiog  (4^  jious  ia  iomne 
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Comme ,  dans  cette  dernière  équation ,  les  quantités 
variables  L(^),  L  (y) ,  admettront  des  valeurs  quel*    , 
conques  positives  ou  négatives ,  il  en  résulte  qu'on 
aura^  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des 
variables  x  eiy , 

<^{A'*')=(^[A')'<^[A''). 

On  en  conclura  [voy.  le  2,'  problème,  équat.  (9)] 

<î>(^')  =  [<;>(^)]', 

et  par  suite, 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

(13)       <t)(4=x^""\  ■        . 

II  résulte  de  f équation  (13)  que  toute  fonction 
<^  (^),  propre  à  résoudre  le  4-*'  problème,  est  néc€!^. 
sairement  de  la  forme 

(i4)  q)(^)  =  ^-',. 

a  désignaiit  une  constante.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
s'assurer  que  cette  constante  doit  demeurer  entière- 
ment arbitraire. 

Les  quatre  valeurs  de  C})(^)  qui  satisfont  respec- 
tivement aux  équations  (i) ,  (2) ,  (3)  r  (4)  >  savoir, 

CL  X  p     jr\.     p     CL  JLé  X  p     X    f 

ont  cela  de  commun,  que  chacune  d'elles  xenferme 
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une  constante  arbitraire  a  ou  ^.  On  doit  en  con« 
dure  qu'il  y  a  une  grande  différence  entre  ies  ques- 
tions où  il  s'agit  de  cdculer  les  valeurs  inconnues 
de  certaines  quantités,  et  les  questions  dans  les- 
quelles on  se  propose  de  découvrir  la  nature  incon- 
nue de  certaines  fonctions  diaprés  des  propriétés 
données.  En  effet,  dans  le  premier  cas,  les  valeurs 
des  quantités  inconnues  se  trouvent  finalement  ex-* 
primées  par  le  moyen  d  autres  quantités  connues  et 
déterminées ,  tandis  que  dans  le  second  cas  les  fonc- 
tions inconnues  peuvent,  comme  on  le  voit  ici , 
admettre  dans  leur  expression  des  constantes  arbi- 
traires. 


J,  2.*  Recherche  d'une  Fonction  continue  formée  de 
telle  manière  qu'en  multipliant  deux  semblables 
Fonctions  de  quantités  variables,  et  doublant  le 
produit ,  on  trouve  un  résultai  égal  à  celui  qu'on 
.  obtiendrait^  en  ajoutant  les  Fonctions  semblables  dé 
la  somme  et  de  la  différence  de  ces  variables. 

Dans  chacun  des  problèmes  du  paragraphe  pré- 
cédent ,  l'équation  à  résoudre  renfermait ,  avec  la 
fonction  inconnue  Cp  (a:),  deux  autres  fonctions  sem- 
blables, savoir,  cp(y)  et  <:()(^-+-y)  ou  <p(a:y).  Nous 
allons  maintenant  nous  proposer  un  nouveau  pro'^ 
blême  du  même  genre ,  mais  dans  lequel  l'équation 
de  condition,  que  la  fonction  <p(a:)  doit  vérifier,  ren- 
ferme quatre  fonctions  semblables  au  lieu  de  trois* 
Voici  en  quoi  il  consiste. 

TOM.  1.  H 
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PttOBLiME.  Détermine}'  la  fonction  f  (4?)  d$ 
manière  quelle  reste  continue  entre  deusc  limite^ 
rééUûs  quelconques  de  la  variable  s,  et  qt^c.  fojf. 
ait,  pour  lotîtes  les  valeurs  réelles  des  variable^ 
m  et  y, 

Solution.  Si  dans  Féquatîon  (1)  on  fait  ^=0, 
on  en  tirera 

Cf)(o)=  I. 

La  fonction  <p(^)  se  réduit  donc  à  l'unité,  pour  iti 
vaiôur  pai  ticuiière  a:  =  o  ;  et  puisqu  on  la  suppose 
continue  entre  des  limites  quelconques,  il  est  clair 
qu  elle  sera^  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  parti- 
culière ,  très-peu  différente  de  l'unité,  par  conséquent 
positive.  On  pourra  donc ,  en  désignant  par  et  un 
nombre  très-petit ,  choisir  ce  nombre  de  telle  manière 
que  la  fonction  Cp  (.r)  reste  constamment  positive 
ciître  les  limites 

a:  =:  o ,    ^  =  et. 

Cela  posé ,  il  arrivera  de  deux  choses  Tune.  Ou  la 
valeur  positive  de  <p  (ce)  sera  comprise  entre  les 
iimites  o  et  i ,  ou  cette  valeur  sera  supérieure  à  Tu- 
niti.  Nous  allons  examiner  successivement  ces  deux 
hypothèses. 

Concevons  d'abord  que  <^{cl)  ait  une  valeur  cony* 
prise  entre  les  limites  o  et  i .  On  pourra  représenter 

cette  valeur  pai^  le  cosinus  d'un  certain  arc  ô  rço* 
fermé  entre  les  limites  o ,  — .;  et  poser  en  conséqueooe 
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.'.-.,     <f>(eL)  ^  COS.  6.        '.,:-'■     • 
De  plus ,  si  )  dans  l'équation  (  i  )  mise  sous  ia  forme  , 

on  fait  successivéflaent 

. .        .     •        ■  .  *      -   • 

or  =  ce,      y  =  ce,  .  ,  . 

a:  =  et  y     y  ie  2  et , 
ar  =  et ,      y  =  îoL^ 

Olv/»   •  •   •   y 

on  en  déduira  Tune  après  l'autre  les  foiinuies 

<^  (a.  'rt/)  =  2  fedg.*  s  —  I  =  eoé»  2  9  , 

<^  fî,  flc)  =  2  co«.  9  *  COS.  2  9  —  c©s,  9  =;;x  COS.  a  9  , 

Cp  (4  A-)  =  2  COS.  9  •  COS.  2  9  —  COS.  2  9  =  cof.  49  j    ' 

et  en  génénd ,  m  désignant  un  nombre  entier  quel- 
eonqfie^ 

<^(nict)  =1^  2COS.9.  cos.(m —  I )9 — cos.^TW — 2)9=:cos./w9. 

J  ajoute  que  la  formule 

Cp  (met)  =  COS.  m9 

si^sistera  encore ,  si  l'on  y  remplace  le  nombre  en- 
tier m  par  une  fraction ,  ou  même  par  un  nombre 
quelconque  f^.  C'est  ce  que  i  on  prouvera  facileinént, 
ainsi  nu  il  suit. 

/Si  dans  Fiqûation  (i)  on  feit  :ç  =  ~ct,  y=^c^, 
on  en  ijÊrèvi 

H* 


N 
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[<?(>)]= -^^^?^ =-^^  =[«-.^01' ; 

puis  I  en  extrayant  les  racines  positives  des  deux 
membres  9  et  observant  que  les  deux  fonctions  ^  (;r), 
cos,  X  restent  positives ,  la  première  entre  les  limites 
«r=o,  a7=:ct,  la  seconde  entre  les  limites  ^=0| 
xi=d,  on  trouvera 

De  même ,  si  dans  i  équation  (  i  )  on  fait 
on  en  tirera 

[Cf>(-ct}J  — j -  — 2 =[co«.yBJ   ;  , 

puis,  en  extrayant  de  part  et  d'autre  les  racioes 
positives , 

C})(^ct)=op8.:^0. 

Parties  Faisottnemens  semblables,  on  obtiendra  «i^ 
.ce^si^^ement  les  formules 

<f>(ict)  =cos.|e, 

0(.C«  •  •  •  , 

et  en  génénJ ,  n  désigniuit  un  nombi*e  entier  c{mI« 
conque , 

Si  Ton  opère  sur  la  valeur  précédente  de  ^(-v  (l\ 
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pour  en  déduire  celle  de  <p  (^ ùuS  ,  comme  on  a 

opéré  sur  ia  valeur  de  ^  (et)  pour  en  déduire  celle 
de  ^(ntât),  on  trouvera 

puis,  en  supposant  que  la  fraction  ~  virie  de  ma*^ 

nière  à  s  approcher  indéfiniment  du  nombre  /jl  y  et 
passant  aux  limites,  on  obtiendra  f équation 

(2)  ^(^tct)  =  COS.^tO. 

De  plus,  si  dans  la  formule  (i)  on  fiût 

X  =  jUrct,     y  —  6y 
on  en  conclura 

C}>(— ftol)=[2^(o)—  I  ]<})(/>tct)=cai,fcO=coii.(— />tx6). 

L'équation  (2)  subsistera  donc ,  lorsqu'on  y  rempla* 
car»  ^por-^ft.  En  d'autres  termes,  on  aura,  pour 
des  valeurs  quelcoqques  positives  ou  négatives  de 
la  vamble  x, 

(3)  C|>  (fltx)  =  ocw.Ojr. 

Si  dànfk  cette  dernière  formule  on  change  a:  en  -^^ 
die  donnera 

(4)  <P  {^)  =  coi.-^  J7  =  coi.  [ — ~-  X  orV 

La  valeur  précédente  de  <^(a?)  est  relative  au  cas 
ou  k  quantité  positive  Cp(flt)  reste  comprise  entre  lea; 


i 
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limites  p  çt  i .  Supposons  aiftintçnaat  cettç.  meq^ 
qviantité.sijpçrieure  à  Tunité.  H  pst  facile  de  voir  que, 
aaris  ctettie'îSfeconde  hj^tfièse,  oh'  pourra  satîsmu^^ 
par  une  valeur  positive  de  /•  à  réquatiotf 

Cela  posé ,  si  dajps  {équation  ( l  ) . on  fait  successi- 
vement 


a:  ==z  CL 


> 


y  =  3<*'' 


.■11»..    ■  :»^    '  :*\    »  ■ 


v3H^«     •     ■     •      a 

'  •  I 

■^       »  »  -  '  '■ 

on  en  déduira  Tune  après  I  autre  les  formules 


•••■'"  ;>-j:)olB;\B-.-ii 


-^(3'k)=^(..^)(.-.-)-5|g™^-; 


=i(''-^). 


&c  ■'■ 
et  eh  généra!,  m  désignant  un  nom'^rà  fn'tïèr  <àraej- 


4^»«flt>:=*-i:(r  H^  ^)  (f^'.-*^ -P^)- 4^(*^' ♦^  ^) 


a    \  r^  J  . 


^  —    .   SI  y, 

JVjoute  que  la  formule 

subsistera  encdrc»  w -l*0tb  y'^jemptace  id^  nombre  en- 
tier m  par  uiie  fraction ,  ou  même  par  un  nombre 
quelconque  /4.  Cest  ce  que  çd» p/auterft  facilement, 
ainsi  qu'il  suit. 

Si  dans  l'équation  (l)  on  fait\r  =  7flt,  y  =  Y^, 

pufe  ï  ^  eXli^JlAiirf  feS  i-tfcififek  posïtfvëi  flè^  (fetfi 
mtmbitmHf^  p^sefvàiit  q^  Ui  foneljîelv  <^{x)  xe%\j^ 
ptsi;ti^4|  ofD^  Ji^s.  Uniite»  .^^9%  ^=^ ,  .C|n  trouvera 

De. même  , . ér^ns  rèq^àtion  ()^)  Qff  fek 

on  en  tirera 

î  t  .... 
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pujs,  en  extrayant  de  part  et  d'autre  les  racines 
positives, 

Par  des  raisonnemens  semblables ,   on  obtiendra 
successivement  les  formules 

&c  ■ 

et  en  général ,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque, 

Si  l'on  opère  sur  ia  valeur  précédente  de  ^v^  *)  t 

pour  en  déduire  celle  de  <p(^ctjj,  coninie  on  a 

opéré  sur  ia  valeur  de  <p(cc),  pour  en  déduire  ceHe 
<f  (  m  cl)  ,  on  trouvwa 


r 


m  m 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  ^  varie  de  ma- 

nièi'e  à  s  approcher  indéfiniment  du  nombre  /u. ,  et 
passant  aux  limites,  on  obtiendra  Féquation  i 

(5)  <?(A-<t)  =  i(rVr-').    .  ■/ 
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De  plus ,  SI  dans  la  formule  (  i  )  on  fait 

on  en  conclura 

<:p(— /^cL)  =  [2Cp(o)-i]cî)(/A<t)  =  ^(r"Vr''). 

L équation  (5)  subsistera  donc,  lorsqu'on  y  rempla- 
cera ft  par  — yM..  En  d'autres  termesf  on  aura,  pour 
des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la 
variable  a: , 

(6)  q>(<ta?)=^(rVr"''). 

Si  daim  ()ette  dernière  formule  on  change  ;t;  en  -^  , 

elle  donnara 

« 

(7)  <P{^)  =  7{r'-^r-'). 

Lorsqu'on  fiût»  dans  Téquation  (4),  =^  4r  ^ ^^  ^ 

±i 
dans.  Féquation  (7) 9  r   *  =  A,  ces  équations  pren* 

lient  respectivement  les  formes  suivantes 

(8)  ^(o:)  =  cos.a^r  , 

(9)  ■        <^{a:)  =  {{A''^A-'). 

^  donc  Ton  désigne  par  a  une  quantité  constante» 
et  par  A  un  nombre  constant ,  toute  fonction  ^^:r) 
qui»  demeurant  continue  entre  des  limites  quelcon* 
ques  de  la  variable ,  vérifiera  Féquation  (  i  ) ,  sera 
nécessairement  comprise  sous  lune  des  deux  formes 
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qu'on  vient  de  rapporter.  Ji,  est  d'ajiiieufs  facfle  <}# 
s'assurer  que  les  valeurs  de  <p{^)  fournies  par  les 
équations  (8)  et  (51  jT résolvent  fa  question  proposée, 
quelles  que  soient  les  valeurs  ottrihuéM  ai  la  quaiH 
tité  a  et  au  nombre  A,  Ce  nombre  et  cette  quantité 
scjnt^donc 'deux  cènstantes  arBriti^rres ,  dbrit  futte 
ne  peut  admettre  que  des  valeurs  positives.^ 

D  après  ce  qu  on'viehi  de  Vlirè>  ïes  deux  fonctions 

1 

ont  ia  propriété  commune  de  satisfaire  à  réqïiatiori 
(  I  ) ,  ce  qui  étkbKt  entré  elles  une  analogie  ISëknar- 
quabie.  L'une  et  l'autre  de  ces  deux  fonctions  se  ré- 
(juisest  encore  d  ïw^itàipaài  xisio.  M^Èmm^isffé^ 
rence  esvSenticHe  entre  la  première  et  i^^y^in^dnàti  f 
c'est  que  la  valeur  numérique  de  la  première  est 
constammcét  aiT- dessous  de  ia  limite  i ,  lor^tlelle 
n'atteint  pas  cette  limite  ;  tandis  que,  dans  la  même 
bypQthèse  >  la  valeur'  hÛtàiStique  'et  iéc  seéBàitfér  esk 
constamment  au-dessus.  x  <  « 


t 


:  i  :  ;    j  1   -b   .  :ji 


y.:.  .      ;..>.  :.i       .      -  .    .;.     •'     .  *         :  i  -v    j  i   -.u   .  :jijp 


(  1  •  ■  •  •  • 


•;-V0.-;  !'•  GftA9m^  ¥:t 


*^rï 


1«   ' 


Des  Séries  convergentes  -ef  diuergentes.  Règles  sur 
la  convergence  des  Séries^  Sommation  de  quelques 


\-f  • 


^ert^s  convergé 

t.      '       •  -  •    • 

J.,  hr^;^-C^n»idërations^ ginéralas- ^ur  hs  Séries. 

\,  •  'I         r        r  •  I 

z/ç,   tr-,    Wj,    tf ^ ,    &c.  .  .*. 

^«  =  U.  rt-'Sli  -H  tt.  ■+■  ï:w  .  C^  ^^x 

i» "^^HaMtornihea ;i ^prf miiEnr^  teraçB^^nr»  désirant'  tÉ&» 
iB^Jf|h5ft§i^  j^  ^,  poi^r  des  valeur»  de 

%S^^Î9tf  ^il^9f^^^^^  "  ^  ff>P^  ^„.Çv'ap{>rocIie  indé^. 
finiment  d'une  certaine  limite  ^^  la  série  serjaL.dite. 

gj^^jgj^^^^^  jj^  l^te  en  qupstjw  ^Itff'l^^  ^^ 
somme  de  la  série.  Au  contraire,  si,  tandis. qua  w 
croît  indéfiniment ,  la  somme  s„  ne  s'approche  dVu- 
cune  Ifmîte  nxé;  fa  série  sera  aïi;l?r^^>ïf(ê^  et.naùra 

nomme  le  terme  général,  II  suffit  quei]Éiii4<Mdina>  c# 
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terme  général  en  fonction  de  l'indice  n,  pour  que  la 
série  soit  complètement  déterminée. 

L'une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progres- 
sion-géométrique 

qui  a  pour  terme  général  o?*^  c'est-à-dire ,  la  puis- 
sance n.V  de  la  quantité  x.  Si  danft  cette  série  on 
fait  la  somme  des  n  premiers  termes ,  on  trouyera 

I  —4P  I  — *    '    - 

et,  comme  pour  des  valeurs  croissantes  de  it  la 

valeur  numérique  de  la  fraction  -^—  converge  vers 

la  limite  zéro ,  ou  croît  au  -  delà  de  toute  limite  » 
suivant  qu  on  suppose  la  valeur  numérique  de  x 
inférieure  ou  supérieure  à  Funité  ,  oii  doit  conclure 
que  dans  la  première  hypothèse  la  progresûcm 

est  une  série  convergente  qui  a  pour  seiàmeH-jV»^-.-, 

tandis  que  dans  la  seconde  hypothèse  &  même  pro» 
gression  est  unç  série  divergente  qui  n'pt  piits  dr 
somme. 

D'après  les  principes  ci-dessus  établis ,  jpour  que 
la  série 

(i)          u^,  u^,  u^...u^,  U^,y  &c.... 

soit  convei^nte ,  il  est  nécafsaîre^  et  il  suffit  que.det^ 
valeurs  croissantes  de  n  fitssent  convei^er  indéfini- 
ment la  somme 
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#^^i=  tlo  -♦-  W,  -H  tt»  -H  &C.  ...  H-  U„_, 

vers  une  limite  fixe  s  :  en  îj'autres  termes ,  il  est  né- 
cessaire et  il  suffit  que,  pour  des  vdeurs.infiniment 
grandes  du  nombre  n,  les  sommes 

• 

différent  de  ia  limite  s,  et  par  conséquent  entre  clles^ 
de  quantités  infiniment  petites.  D'ailleurs ,  les  difie- 
rences  successives  entre  la  pi^mière  somme  s„  et 
chacune  des  suivantes  sont  respectivement  détermi- 
nées par  iea^  équations 

&c 

Donc  y  pour  que  la  série  (  i  )  soit  convergente ,  il  est 
d'alM>rd  nécessaire  que  le  terme  général  u^  décroisse 
indéfiniment ,  tandis  que  n  augmente  ;  mais  cette 
condition  M  su^  pas,  et  il  faut  encore  que,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n^  les  difiSlbentes  sommes 

ff£     «1^  1£  •^.*  fi. 

«te 

t^eMfdise ,  les  ^mmes  des  quantités 
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prises ,  à  pai^tir  .de  la  preinicre ,  en  tel  nombre  que 
l'on  voudra ,  finissent  par  obtenir  constamment  des 
valeurs  numériques  inféi-iëurès  à  toute  limite  assi- 
gnable. Réciproquement ,  lorsque  ces  diverses  con- 
ditions sont  remplies ,  la  convergence  de  ïà  série  eêt 
assurée. 
Prenons  pour  exemple  la  progression  géométri<|ue 

(2)  .  I,    a:,    x\    x^ y  &c.  i.. 

Si  lâ  valeur  numérique  de  a:  est  supérieure  à  1  unité  5 
celle  du  terme  général  .ic^  croîtra  indéfiniment  avec 
n,  et  cette  seule  remarque  suffirâ*p6ùV  cbnsfôtèr Ta 
divergence  de  la  série.  La  série .  Sicra  encore  diver- 
gente ,  si  l'on  suppose  x  =1  ±  \  ^  parce  qu'alors  la 
valeur  numérique  du  terme  général  jc"*,  se  réduisant 
à  l'unité,  ne  décroîtra  ptes  indéfinirtient  pour  des  va- 
leurs croifjsantcs  de  ii.  Mais ,  si  la  valeur  -numérique 
de  ûo  est  sîSfeerieiue  à  l'unité,  les  sommes  des  termea 
de  la  série  pris  à  partir  de  ^*  en  tèï  iiômltre  que 
l'on  voudra ,  savoir , 

■       « 


.* 


X   ^-H  X   ■     rr;  X    ■■■'■■'        ,  . .  ^  ,-     .  M  . 

I  JC 

&c .-.■■■        '    ■■''  -■■• 

se  trouvant  toutes  comprises  entre  le*  fimites 

Je      ^  ■    «■      ■       s  f  •         * 

'  cîiaci:!îe  d'elles  deviendra  iiïSnimejlt  petke  pour  des 


( 
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valeurs  de  w  iufiniment  grandes  ;  et  par  suite  la  série 
sera  convergente ,  ce  qae  Ton  savait  déjà, 
Preiioos  pour  second  exemple  ia  série  numériqr^è 

Le  terme  généi:al  de  cette  série,  savoir,  — ! —  dé- 
croît indéfiniment  à  mesure  que  n  augmente ,  et  ce- 
pendant la  série  n'est  pas  contergento;  car  ïa  somme 

faite  du  terme  — ' —  et  de  ceux  qui  le  suivent  jus- 
qu'au terme  -—  inclusivement ,  savoir , 


Il                          If 
1 1^ ^ , 

«H^l  fH-2  271  I  272* 

reste  constamment  supérieure ,  quel  que  soit  n,  au 
produit 

n  X  =  - —  ; 

m  2     ' 

et  par  suite ,  cette  sommé  ne  décroit  pas  indéfini- 
ment pour  des  valeurs  croissantes  de  n^  ainsi  que  cela 
aurait  Reu  si  la  série  était  convergente.  Ajoutons 
que,  si  Ton  désigne  par  s„  la  somme  des  ?i  premiers 
termes  de  ïa  série  (3) ,  et  par  2^'  îaplus  haute  puis- 
sance de  2  renfermée  dans  n+i  ,  on  trouvera 


\ 


s=i-^^^^-         ■      ' 


n_u  r    ^  a  \  3         4'/ 


K}  '  1  '7 '  »)'^-"^C'''=h^'*"i^Ti -*-•••-!- rm)» 


et  à  fortiori 
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On  en  conclura  que  la  somme  s^  croit  indéfiniment 
avec  le  nombre  entier  m,  et  par  conséquent  avec  n, 
ce  qui  est  une  nouvelle  preuve  de  la  divei^ence  de 
ia  série. 
•  Considérons  encore  ia  série  numérique  « 

(4)     *»  T»   rr»  TTT»  -,  a  »   ;  »  *^^- 


Les  termes  de  cette  série  qui  occupent  un  rang  su** 
périeur  k  n,  savoir, 

1  I  I j» 

I.2.J...»   '      i.i.3..,n(iH-i)  '      1.2,3. •  •«('H- 1 )(!•+*)  î  "' 

seront  respectivement  inférieurs  aux  termes  corres- 
pondans  de  ia  progression  géométrique 

!  I  I  1  I  o 

i.2.3...n'     1.2.3...!»     n  '     1.2.3. ..ft     •* 

Par  suite ,  la  somme  des  premiers  termes  pris  en  tel 
nombre^  que  l'on  voudra  sera  toujours  inférieure  4 
la  somme  des  termes  correspondans  de  ia  pn^^res- 
sion  géométiîque ,  qui  est  une  série  convergente  ^  et 
à  plus  foite  raison ,  à  ia  somme  de  cette  progression, 
c'est-à-dire,  à 


1.2.3...»     '  —  -  i.a.3.- •(*—•)  *  II—  I 

Comme  cette  dernière  somme  décroit  indéfiniment 
à  mesure  que  n  augmente ,  ii  en  résulte  que  la  sé- 
rie (4)  est  elle-même  convergente.  On  est  convenu 
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I 

de  désigner  par  la  lettre  e  ia  somme  de  cette  série» 
En  ajoutant  les  n  premiers  termes ,  on  obtiendra 
pour  valeur  approchée  du  nombre  e 

III  f 

1-4- H h-     ■        'H-  .  .  •  -H— —7 r-  ; 

I  1.1  1.2.^  I  .2.  },..(ll'— 1)     ' 

et,  d'après  ce  quon  vient  de  dire,  l'erreur  commise 

sera  inférieure  au  produit  du  n.^^  terme  par  — — . 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  suppose  n  =  1 1  ,  09 
trouvera  pour  la  valeur  approchée  de  e 

(^)  €  =  2.7102818 ; 

et  f  erreur  conunise  dans  cette  hypothèse  sera  infé*' 

rieure  au  produit  de  la  fraction — î^ — 5 

r  I. a. 3-4.5. ^.7. 0.9. 10 

par  ^,  c'est-àKlire,  à  -^-^^L— -,  en  sorte  qu'elle 
n'idtérera  pas  la  7.*  décimale. 

Le  nombre  e,  déterminé  conune  on  vient  de  le 
dure ,  sera  souvent  employé  dans  la  sommation  des 
suites  et  dans  le  calcul  infinitésimal.  Les  logarithmes 
pris  dans  le  système  qui  a  ce  nombre. pour  base 
s'appdient  Népériens,  du  nom  de  Néper,  inventeur 
dés  logarithmes,  ou  hyperboliques,  ^pûrce  qu^s  ser- 
vent à  mesurer  les  diverses  parties  de  l'aire  comprise 
entre  jThyperbole  équilatère  et  ses  asymptotes. 

On  indique  généralement  la  somme  d'une  série 
convergente  par  ta  somme  de  ses  premiers  -termes 
suivie  d'un  &c. . . .  Ainsi^  lorsque  û  série 

Wg   ,  V'X     J  4    7  î         •     •     .      • 

TOM.  i.  I 


IIK)  COURS  d'analyse. 

est  temrcrgente  ^  k  »omlhe  de  cette  série  est  repré- 
sentée pkr 

Wo  -^  «^i  -^-  *^»  -*-  «3  -+-  ftc -: 

En  vertu  de  cette  convention  >  W  valeur  du  nombre  e 
se  trouvera  déterminée  par  Téquation 

■ 

et ,  si  f ôA  conrîdère  iâ  ^ogression  géométrique 

on  aura,  pour  des  valeurs  numériques  de  Jt  infé* 
tîtai^ft  à  l'unité  ) 

(•7)  I -4-ar-4-Jt^*^-:t:*-H&C.,..  i±=    >^     . 

La  série 

^o>     ^ii     «^*i     «3>     &c 

étant  supposée  cotivei^nte,  si  Ton  désigne  sa  soiniM 
par  è^  et  pM*  ^^  ia  somme  de  ses  ^  premtws  teiOMiy 
Oft  tt-oovera 

■ 

et  par  suite  '         '^ 

a 

De  cette  dernière  équation  il  résuite  que  les  (Jtmn* 
tités 
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formeront  une  nOuveUe  série  convergente  dont  la 
somme  sera équivatepte  k  s—s^.  Si  ion  représent» 
cette  même  somme  par.r^^  on  aura 

X  S=C  ^^  -tr.  T^  f 

et  r„  sera  ce  qu'on  appelle  lé  reste  de  la  série  (i) 
à  partir  du  w.**  terme. 

Lorsque,  le^  termes  de  la  série  (  i)  renfermant  une 
même  variable  a:,  cette  série  est  convergente ,  et  ses 
différens  termes  fonctions  continues  de  ^^  dans  le 
voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à  cette 
variable  ; 

*»/     »•»    et   ^ 

sont  encore  trois  fonctions  de  la  vaiîable^^  dont  la 
première  est  évidemment  continue  par  rapport  à  a: 
dans  te  voisinage  de  ta  valeur  ^particulière  dont  il 
^'sqgit.  Cela  posé ,  con^idéronà  les  accroissemens  que 
reçoivent  ces  trois  fonctions ,  lorsqû^dn  fait  croître 
X  dTtUiè  qdâhtité  infiniment  petite  et.  L*accroisse- 
ïneiït  At  s„  sera,  pour  toutes  les  vdetirs  possibles 
de  n,  uf»  quantité  infiniment  petite;  et  celui  de  r^ 
.deviendm  àaseAsible  en  mékne  temps  que  r^,  si  l'on 
attribue  à  û  «ne  vdeur  très*<{onsidérabie.  Par  niite^ 
i'aocroissement  de  la  fonetion^  tie  poUrfa  être  qu'une 
quantité  infiniment  petite.  De  cette  remarque  ok 
déduit  ttnmédiaieHttnt  la  jrirbpositioîi  suirante. 

lJ^1^0î±lM.Lof^HêlëédiJ^'reM 
série (i)  §ùiH de^  f^nê^^ns  ^wm  mêHfiM  ^mritible  m; 

I 
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continues  par  rapport  à  cette  variable  dans  le  voi' 
sinage  à! une  valeur  particulière  pour  laquelle  la 
séiie  est  convergente ,  'la  somme  $  de  la  série  est 
aussi,  daîis  le  voisinage  de  cette  valeur  particu* 
Hère ,  fonction  continue  de  s.         ' 

En  vertu  de  ce  théorème,  la  somme  de  la  série  (2) 
devra  rester  fonction  continue  de  la  variable  a;^  entre 
les  limites  j:= — i ,  ^=i  ;  ce  quon  peut  vérifier  à 
Tinspection  de  la  valeur  de  s  donnée  par  Féquation 


s  = 


§.  2/  Des  Séries  dont  tous  les  termes  sont  positifs,' 

%  M 

Lorsque  la  série 
(l)  lio>    ^M    w* Un,   &c. ... 

a  tous  ses  termes  positifs ,  on  peut  ordinairement 
décider  si  elle  est  convergente  ou  divergente,  à 
Taidc  du  théorème  suivant. 

1  /^  Theoreivie.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 
vers  lesquelles  converge ,  tandis  que  n  croît  iodé" 

finiment,  t expression  {u„)*  ;  et  désigneztpar.k  la 
plus  grande  de  ces  limitts,  ou ,  en  d'autres  termes, 
la  limite  des  plus  grandes  valeurs  de  t expression 
dont  il  s' agit  La  série  {.i)sera  convergente,  si.fon 
a  k<i  j  et  divergente,  si  l'on  a  k>,  1 , 

DÉMONSTRATION.  Supposons  d  abord  ^  <  i/,  et 
-choisissons  à  volonté  entre  les  deux  nombres  1  et  k 
•  un  troisième  nombre.  U,  .^.sorte  qu  on  .«it .  \,     . 
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•    k<[r<i.  ■  ■■••    •••  -'\ 

n  Tenant  à  croître  au-delà  de  toute*  iimhe  assignable, 

les  plus  grandes  vaieqrs  de  {.u^)  "  \  ne  pourri^nt  suqfç' 
procher  indéfiniment  de  la  limite  k,  sans  finir  par 
être  constamment  inférieures  à  U.  Par  suite ,  ii  sera 
fièàsiBle  d'attribuer  '  au  nombre  entier  ri  une  valeur 
asseK^nsidérable,  pour  que^  n  obtenant  cette  même 
valeur  ou  une  vdeur  plus  grande  encore ,  on  ait 
constamment 


.«  » 


0  en  résulte  que  les  termes  de  la  série    ^ 

finiront  par  être  toujours  inférieurs  aux  termes  cor- 
tiispondans  de  la  progression  géométrique  - 

.  :  i.  u,  u-,  ...  U%  Ù'^',  Ifj^,  &C...5 

et ,  comme  cette  progression  est  *>  convergente  (  à 
MMk'dé  JJ<  i) ,  on  peut  de  la  remarque  précédente 
ttiadxffe  à  ffntiori  W  convergence  de  la  série  (i)/ 
..^.  .^Ujj^pmons ,  en  second  lieu  »  ^  >  i  ;  et  plaçons 
eiicon&.eiitï^  Jea  d^ux  nombres  i  et^  un  troisième 
nombre  U,  en  sorte  qu'on  ait 


'  .  \  '^ 


h>U>i. 

Si  n  Yient  à  croître  au-delà  de  toute  limite ,  lés  plus 

grandes  Videurs  de  (w^)*,  en  s'approchant  indéfi- 
(jk  i^yûoiitont  par  devenir  aupérîeures  à  U 


>l  .<  <    *H 


'  '  « 
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On  pourra  donc  satisfaire  ^  la  c<|ndition 
OU ,  ce' qui  rtvient  au  naéme,  à  h  sùivaiHa 

■  •  !.. 

««       >         ^% 

"  ■  •■■.;.  7 

par  des  vafeurft  de  »  aussi  cansidéraJblesf  qm^f^Mli 
voudra  ;  et  porisuîte,  oa  trouvctr^  dans  la  WfM.  ■• .. 

un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  aux  termes 
correspondans  de  h.  progression  géométrique 

I 

Comme  cette  progression»  est  divèi^genfe  (4^  cause 
4e  U>\  )  j  et  qu;eaa  C0J93éq^eqjçes*&4iff^ 

croissent  ^  Iwùïki,  la  reïeJW-q.Me  (j^ie  ÏV.f«Sii^i4» 
faire  suffira  pour  établir  fa  divergence  de  la.  série  (i). 
Dans  un  grand  nombre  de  circonstanfces,  brt  |)eut 
d^teroiiu^r  la  valeur  4e  1%  qm^fitîjbç  i,  f^ JÎMde  4il 
théorèf»e  4-*  [ohap.  0,  §.  3/  ],  1^  eUfet,  4P  JC«lw 
de  ce  diéorème,  toutes  le»  fois  que  le  ri^ppDIit-^l^btt 

convergera  vers  une  limite  fixe  ,^  ce^te  Iimile  iera 
précisément  la  vafeur  de  k.  On  peut  doxiç  étti^tfcef 
la  proposition  suivante,  -       .  ..   n 

2/  Théorème.  Si ,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  le  TQjmort 


II. 


■  « 
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convergente  toutes  les  fois  qt^tan  ifmra  k<i ,  et 
divergente  toutes  les  fois  quetçnjiux'fi^k>  i. 

Concevons  y  par  exemplç.,  qiie  fpq^  çpniûdère  la  série 


on  trouvera 

•»^i  ^        i.a.3...it       _      I  ii^    ï    _;.    * 

etpàr  conséqueirt  la  s^rift  sera  cmivergeqte, -ee  que 
Ton  sj^i^4éjA^ 

.  1^  pqemîei:  d*s  (Jeux  théorèmes  qu'on  vient  d*ê- 
t/lk^  ^/^U^sfi^ij^^j^tade  sur  h  convergence^ou 
il»'IÏW?»3WnW,4'MW  ^ne  dPQttpus  les  tefmp^  sprit 
positifs,  que  dans  ie  cas  particulier  où  ia  ôuantjté 
représentée  par  k  devient  égale  à  l'unité.  Dans  ce 
cas  particulier,  il  n'est  pas  toujours  faoilé  4e  d>écider 
la  question.  Toutefois,  nous  allpsi^  déwiQntji^qr  ici 
^eux  nouvelles  propositions  à  l'aide  desqueile;^  on 
peut  souvent  y  parvenir.  *.         '  - 

à*.  TMoRÉiiMlE.  Lorsque  dans  là  série  [i)  chaque 
terme  est  inférieur  a  celui  qui  le  pnécèdop^^ette 

séri^Mtki^mitPtfftu 


;i      -1 


(a)  .ICi?»U.^;.4î*3,,ç-^7l     |^M„»,  &c... 

Mni  mêMéâie  tua^stmm^pgèf^H  ou  4i^e^mt^ 
fi)  èJQwrërgèMe,  et^jiéiégBCMè^  sa  sosmie' par  ^.  On 


aura 


'  r       -'i 
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l  . 

■•   -U^   SSZ   U,,.                         ,^     . 

.  l 

2%  =  ZU., 

4 

ê 

f  à"-     .          ■          's 

4u^  <  lu^  -+-  21/3, 

}]        1 

8  «^  <  fl  «^  -H  i  tt^  -H  z  M^  -+^  a  tly  » 

CjLI/»  •    •    •    » 

et  par  syîte  ^  la  somme  des .  termes  de  la  série  (2)  » 
pris  en  tel  nombre  que  Ton  voudra ,  sera  inférieure  à 

n  en  résuite  que  la  série  (2)  sera  convergente. 

Supposons,  en  second  iieu,  la  série  (i) 'diver- 
gente. La  sbn^me  de  ses  termes  pris  en  très^gruy 
nombre  nnii^a  par  surpasser  toute  limite  «lièîgnftbfo  ; 
et  j  copine,  on  aura 


1 


«•  =  «.♦ 

•  .                                ■  •     ' 

2  a,  >  «, -+.  tf, , 

1 

4t*j>«,-t-«4-Httj-H«^, 

<  ■                     .        .       .    j 

Ztiy>  Ujj^  tt,  H-  «,  -+-  tt„  -t- 

■            ■                1      ,                                  ■ 

OCv»  •  •  •  1  ' 

■ 

■ 

on  devra  conclure  que  la  somme  des  quantités 

prises  en  trè^- grand  nombre  finit  elie-mèttie  .mut 
<]^venir  supérieure  à  toute  quantité  donnée.  La  série 
(  2  )  sera  donc  alors  divei:gente; ,  conformé|i|^t  ^u 
théorème  énoncé.  .      V 
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Corollaires  Si  pour  la  série  (  i  )  on  prend  ht 
suivante 

(3)       V»  i"»  iJr'  :^»  &c...., 

fjL  désigiiaht  une  quantité  quelconque,  la  série  (2") 
deviendhà  * 

I,    2'-%    4'-^,    S'-'',    &c 


Cette  dernière  est  une  progression  géométrique^ 
convergente  lorsqu'on  suppose  fx>\ ,  et  divergente 
dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  la  série  (3)  ser^ 
eile-méme  convergente,  si  /x*  est  un  nombre  supé- 
rieur à  f  unité  ;  et  divergente ,  si  l'on  a  ^c  =  i  ou 
/Ur  <  1 .  Par  exemple ,  des  trois  séries  ■ 

...     (4)   »; 

(5) 

la  première  sera  convergente ,  ^  et  les  deux  autres 
divergentes. 

4.'  Théorème.  Supposom  que  Voniéiignep^T 
L  la  caractéristique  des  k>garithmes  dans  un  sys^ 
ième  quelconque,,  et  que,  pôur'des  valeurs  crai^ 
santés  de  n,  le  rapport 


»l 

1 

2*      ' 

_  â     y         ix     y     «fc'*'«  •  •  •  > 

3             4 

."  .     . .    ■     .     .  ■.       •        •  • 

• 

I , 

I 

2        ' 

.   ,                     ,     ULV.   •  •  •  y 

}          . .  4 

ï , 

I  ■ 

i.     > 
2* 

r     ,             1     ,     &C 

3  *          4* 

•  • 

-13«  «OUI»  p'AlTAI^YfB. 

§omerg^  wrs  uh0  lifiiite  finie  M.  t^^év^  (i)  wm 
convergente ,  si  l'on  a  h>  i ,  et  divergentp^  41  f^ 
a  k<  1. 

DÉMONSTRATION^  Supposoos  cFabord  Avi ,  et 
cfaoi8i3soas  à  vQlopté  entre  ies  49ux  quM^ité»  ve\h 
une  troisième  quantité  a,  en  sorte  qu'on  j|î^fv       *> 

h>  a>  \. 

\HnJ 


L 


finira  par  être,  p^yr  4^  t^ès^-grtndes  ya}(M|rs  de  i}^ 
constamment  supérieur  à  la  quantité  a.  En  d'autres 
termes,  n  ^^ant  à  croître  ^u-del4  d'une  fiji^rtaine 
{imite ,  on  aura  toujours 

AN 


X(n) 

M, 

eu 

j  ce  qui  revient  au  même , 

1 

• 

L{i)>aL 

(«) 

•1 

piurfttilte, 

-      .           -                                 ■#«■!, 

*                                                                         0         9 

■ 

f  * 


.i 


B  en  résulte  que  les  termes  de  la  série  (i)  finiront 
par  être  constamment  «iedeurs  aux  tennes  cwre»- 


I 


«t,  6MÛW €et^:denMèM sepaconvapyinte (à Muse 
de  i(Éir»fai4)^' OS' pourrit  dt  ia  remarque  précééelliè 
tomkÊM'kfoniêri  U  «onTttgeiiof  de  k  iérii^  (ly 
#uppoMM)  m  Bdmndîlkfu  ^  A<  i  j  et  plaçons  eùr 
oove  oKtie  kf  ^^lantitét  i  et  A  une  «raisïèmè  qoai^ 
tîté  <i>  ev  sGirtd  quVo  ait  '  "*    -  «  ^ 

A  <  a  <  ï;     ^^i' 


I»  1 .  ' 


On  finira  par  'avoÎF  constamtnaiit'y  pouf  4?  ^^ 
grandes  valeur^  de*  ;i., 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  , 

I  ^ 


1     <  '  •  . 


I    '     •> 


I 

I 


I 

Il  en  ré^ikftiifiie  les-teMoc»  4k,iii-«ésit  (iV  finiront 


■     '-.t         'i'l««*r  ,  ■»■  'r.   .  ...»  '.l'y' 

•t,  cgwinnrÉi  fcirilrri  MDiiiihwigr«iÉ:H  i|M» 
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de  a<i)y  on  pourra  de  ia  remarqué  cfû*cm  .vient 
de  faire  conclure  à  fortiori  la  divergence  de  :lâ 

série  (i). 

.-  Gtant  dDniiée&  deux  séries  CDnvm^eiitoLdaiiÉ  tons 
Jes  ternies  sont  positifs  ;  on  peut  ^  em.  ajoutant  <m 
multipliant  ces  mêmes  termes ,  former'  une  nouveHe 
série  dont  la  somme  résulte  de  iaddidoa:  ou^de  la 
multiplication  ideafiommes  des  deux  premièreal^Nous 
établirons  à  ce  sujet  les  deux  théorèmes  sucvaus:- 

6^  Théorème.  Soient 

[v^,    V  ,    v.    ...    v^,    &c..  ., 

deiujc  séries  convergentes ,  qui,  uniquement  compuh 
sées  de  termes  positifs ,  aient  respectivement  pmir 
sommes  s  et  s  :  -,r...  ,r.. ,  irfrw  o*. 

* 

(8)       M.-+*,,  «,r*-»,A  «»-w..»  '^  \«,-*-v,  »  &c... 

«era  une  nouvelle  série  convergente,  qmijiw0VfniT 
somme  s-^s, 

DÉMONSTRATION.  Si  l'ou  fait 

^^  =  M«  -+-  tt,  -4-  w.  -+-..:  .-♦-««_,  , 

i^  et  /^  convergeront  respectivement ,  po>ut  Aë^ 
valeurs  croissantes  de  w^  vers  les  limites  s  et  /.  ÎKA* 
suite ,  s^-^s'^ ,  c'est-à-dire ,  la  somme  des  n  preiùiers 
termes  de  la  série  (è),  convergera  vers  la  limite  ^h-/; 
«Il  ^qutt^uffitpow^aUir  le  théoftèBâfr^énaart^u  ,V4 
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^:  6*' Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées 
fue.dar^  le  théorème  précédent , 


•  •  •  • 


fl  — 

1 

n  — 

1 

-  2 

(9)1        .  . 

àera  une  nouvelle  série   convergente,  qui  aura 
pour  somme  ss, 

DJÈ^fiNSTRATiCN.  Soieat  toujoun  s^j  ^'^  les 
sommes  des  n  pruniers  termes  des  deux  séries  (y), 
et  désignons  en  outi^e  par  s\  la  somme  des  n  pre* 
miers  termes  de  la  série  (9).  Si  l'on  représente  par 

m  te  plus  grand  nombre  entier  compris  dans 

c'est"it*dire ^  ^ " "^  '    lorsque  n  est  impair,  et 
dans  le  cas  contraire ,  on  aura  évidemment 

0U9.en  cf autres  teAnes ,    < 

Concevons  maintenant  que  f  on  fasse  crottre  n  au- 
delà  de  toute  limite.  Le  nombre 


n 


m  = 


.  I  4  * 

■  •  ■  >»  ■ 


•  • 


erohnt  iin-iAècie  indéfiniment  ;  et  ies  deux  sommes 
^'nf  ^jM't  convergeront  .vers  la  limite  s,  taudis  que 


y„  et  s'„^,  ftohv^rjçeroftt  yèrs  ia  liifthè  s'.  Paf  sioke, 
les  deux  produits  'S„  è'„ ,  è,^j  y^^i  ,  et  iâ  èotuM^ 
s\  comprise  entre  ces  deux. produits ^  convergeront 
vers  ia  limite  ss'  :  ce  qui  suffit  pour  établir  le  ibfèér 
rème  6/ 


$.  3.\Deê  Sétiei  éjHi  HnfètmèHt  dès  MUM 

è€  dès  lermeê  négntSfs. 

Supposons  que  la  série 

(l)  tt^,    w^,    «^....«^>  &c,,.. 

se  compose  de  termes ,  tantôt  ]positi6 ,  tantôt  néga* 
tifs  :  et  soient  respectivement 

les  vtieurs'  numériques  de  ces  mêmes  tertnMi  en 
sorte  qu'on  ait 

La  vaieur  numérique  de  la  somme 

M^  -+•  «*i  -K  24,  -^- . . .  -H  w^, 

ne  pouvant  jamais  suq)asser 

il  en  résuite  que  la  convergence  de  la  série  (2)  en- 
traînera toujours  ceiie  deia  série  (  i  ).  On  doit  ajouter 
que  la  série  (i)  sera  divergente,  si  quelques teiT&e& 
de  la  série  (2)  finissent  par  croître  au-delà  de  toute 


iîmîte  assignable.  Ce  dernier  cas  se  présente  lorsque 

I 

les  plus  grandes  valeurs  de  (/„)  "  convergent,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  «,  vers  une  limite  supé- 
rieure à- fiuiitë.  Au  contraire,  lorsque  cette  limite 
ifevient  inférieure  à  Tunité ,  la  série  (2)  est  toujours 
convergehte.  On  peut,  en  coâséqti^nce ,  énoncer  lé 
tiiéorèttie  suivant: 

!••'  TllÊcmÈME.  Soit  f„  iai>alêur  ntmiériqùe  au 
terfniEi  général  u^  de  lu  série  {i);  et  désignons  ptif 
k  la  tkniiè  vers  laquelle  convergent,  tandis  que 
n  croit  indéfiniment,  les  plus  grandes  valeurs  de 

tejcpression  (/„)".  La  série  [i)  sera  convergente , 
si  ton  a  t<i  j  et  divergente,  si  ton  a  k>  i. 

Lorsque  la  fraction  ^""^^  ,  c'est-à-dire ,  la  valeur 

numérique  du  rapport  ^"-'  ,  convergera  vers  Une 

Hmite  fixe,  cette  limite  sera,  en  vertu  du  4-*  t^éo* 
pème  [èiiap.  H,  §.  3.*],  fat  valeur  cherchée  de  k. 
Cette  remarque  conduit  à  la  proposition  que  je  vais 
écrire. 

2/  Théorème.  Si,  pour  des  valeurs  croissantes 

de  n,  la  valeur  numérique  du  rapport 


«Il 


converge  vers  une  limite  fixe  k,  la  série  (i)  sera 
convergente,  toutes  iesfois  que  ton  aura  i  <  i ,  et 
divergente,  toutes  lesjois  que  ton  aura  k>i. 

Pftr  exeinpte,  si  Ton  considère  la  série 
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I  I 


^'  I    '    ^     1.2    '  1.1.3    '   -^«c---  f 


on  trouvera 


«*«*! 


y   *  =  -i:  =  o  ; 


dToù  il  résulte  que  la  série  sera  convergente/ 

Le  premier  des  deux  théorèmes  qu'on  vient  d^é- 
tabiir  ne  laisse  d'incertitude  sur  la  convergence  ou 
la  divergence  d'une  série  que  dans  le  Cf»  particulier 
où  ia  quantité  représentée  par  k  devient  égide  à 
{'unité.  Dans  ce  cas  particulier ,  on  peut  quelquefois 
constater  la  convergence  de  ia  série  proposée,  soit 
en  s'assurant  que  les  valeurs  numériques  de  ses 
différens  termes  forment  une  série  convergente,  soit' 
en  ayant  égard  au  théorème  suivant. 

3.' Théorème.  Si  dans  la  série  {i)  la  valeur  nu* 
ntérique  du  terme  général  u^  décroît  constamment 
et  indéfiniment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
si  de  plus  les  différens  termes  sont  altetTiatw^ment 
positif  et  négatifs ,  la  série  sera  convergente.   ~ 

.  Considérons ,  par  exemple ,  la  série 

ii)      I> -y  -+-  —  > ^,H-&C..±  — ,  =P-r-,&C. 

La  somme  des  termes  dont  ie  rang  surpasse  n^  si 
on  les  suppose  pris  en  nombre  égal  à  m,  sera 

i/'-.' » i_.J 1 .  &c     ^     '     V 

\  rt+i         aH-a         «+3         f^\-J^        «^v...         ^^^  j 

Or  la  valeur  numéiîque  de  cette  sonune ,  savoir , 
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&C.  .  .  .  ±  -4- 


IH-I         fH-i^         «H-j         «+4.  *•+■• 

»+t        \iH-»         «+3/       \.»H-4        «H-J/ 


étant  évidemmeùt  comprise  entre 

•  f          .        1               1 
et , 

décroîtra  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n^  quel  que  soit  m,  ce  qui  suffit  pour  établir  la 
cohvei^ence  de  la  série  proposée.  Les  mêmes  rai« 
sonnemens  peuvent  évidemment  s'appliquer  à  toutei 
les  séries  de  ce  genre.  Je  citerai ,  entre  autres  y  la 
suivante , 

Â^}  .  '      *»         ï^»  **"T^»         47"'  &c...,, 

laquelle ,  en  vertu  du  théorème  3  .* ,  restera  conver- 
gente, pour,  toutes  les  valeurs  positives  de  ^.    :• 

Si  dans  la  série  (4)  on  supprime  ie  signe  —  de- 
vant chacun  des  termes  de  rang  pair,  on  obtiendra 
ia  série  (3)  du  §.  2.*,  qui  est  divergente  toutes  les 
fois  que  Ton  suppose  itju=  i  ou  f^<  1 .  Par  suite ,  pouif 
transformer  une  série  convergente  en  série  diver- 
gente, ou  réciproquement,  ii  suffit  quelquefois  de 
changer  les  signes  de  certains  termes.  Au  reste , 
cette  remarque  est  uniquement  applicable  aux  séries 
pour  lesquelles  la  quantité  désignée  par  k  dans  ie 
ji.*"  théorème  se  réduit  à  fmuté. 

TOM.  1.  K. 
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Etant  doqnée  une  sério  convergente  dont  tous 
les  termes^  sont  positifs ,  on  nç  peut  qu'augmenter 
la  convergence  en  diminuant  les  valeurs  numériques 
de  ces  mêmes  termes  ,  et  changeant  les  signes  de 
quçlau^s-uns.  II  est  bon  d'observer  qu'on  produira 
ce  double  effet ,  si  Ton  multiplie  chaque  terme  par 
un  sinus  ou  par  un  cosinus  ;  ^  cette  observfttîail 
suf&t  pour  établir  la  proposition  suivante. 

4.^  Théorème.  Lorsque  la  série 

sj^j  fol  fii  fx^   •  •  •  ftt 9 ■  etc. •  •  •  9 

tmiquemerit  formée  de  termes  posit^^ ,  eut  coweT' 
Siçnte ,  çb(iç^ne  des  suipautes 

(  y>^sin.9^  ,  ^,sin.0, ,  f^sin.Q^ ,  . . .  y>„sm.9^,  &C.  . . . 

test  pareillement,  quelles  que  soient  lès  valeurs 
des  arcs  8^,  9,,  9^  ...  8^^  &^c..^,. 

CoMûLLAiRS.  Si  Ton  suppose  génàraleraçnt 

6  désignant  un  arc  quelconque ,  les  «énes  (  5  )  d» 
viendront  respectivement 

(  PoJ   Pi  COS.  6  ,   P^  COS.  29,  ...  P^cos.ny,   &C*..  | 
(6)' 

[  j»,  sÎD.  9|  ^^sin.  29,  ...^^sin.  1^9  y   &C 

Ces  deux  dernières  seront  donc  toujours  conver- 
gentes en  même  temps  que  la  série  (2). 

Si  Ion  considère  à-la-fois  deux  séries  dont  cha» 
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ètmè  irétiferttib  ^dfes  tetiooes  pôskife  et  dès  feraiès  Hé- 
gati&  I  on  démontrera  facilement  à  leur  égard  les 
liièarênies  5/  et  6/  du  secoùd  piBrftgni](yàé  ,  ainsi 
qU*oa  va  ie  fiûre  voir. 

l      *^0  1         ^1    >         t^4  J         •    •    •    •         ^1,   /         etc.   .    .    .    , 

deux  séries  cànVergehtes  qui  aient  i^^ectivernent 
p0mr  nmfn/es  9  et  9  ; 

(8)     tt,-f-t;«,  tt.-i-i;. ,  te,-f-i;. ,  . , .  */,^h-î>^,  &c.  ., 

«^ra  vite  nouvelle  série  convergente,  qui  aiirifjp^ur 
somme  #-h#. 

DÉM^NST4UTI0N.  Si  Ton  fait  . 

^^  =  ».  H*  II,  H^  «^  -^.  .  .  .  HH  If^^ , , 

^if  ^  ^'m  cboTéi^i^nt  râspèctitémè&t ,  poiir  des  va- 
leurs croissantes  de  n,  vers  les  limites  ^  et  ^'.  Par 
suite  I  s^^^,  c'est4-dire  ^  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (8)  conirergera  vers  la  limité 
s  -H  s';  ce  ^ui  suffit  pour  établir  le  théorème  énoncé. 
6.^  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  danà  h  '  théorêfnë  précédent,  si  chàtune  des 
séries  {7)  reste  Convergente,  lorsqu'on  réduit  ses 
différens  termes  à  leurs  valeurs  numériques  ^ 

(...  n.^^'¥4é,v^^,^  ...  ^fi^_,vr*-tt„v,,  &c... 


i 
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^era  uncnowelle  série  convergente,  qui  aurapour^ 
somme  ss.  :  « 

.  DÉMONSTRATION.  Soient  toujours  s„^  s'„  les 
sommes  des  n  premiers  termes  des  deux  séries  {j)y 
et  désignons  en  outre  par  s"'„  la  somme  des  n  pre- 
miers termes  de  fa  série  (9).  On  trouvera 

««  *'»  —  *"„  =  «»-.  V^  -H  {U„_  V„^  -H  «^  V^)  -H ... 

■  f 

J  •  • 

De  plus ,  le  théorème  6/  ayant  été  démontré  dans  le 
second  paragraphe  pour  le  cas  où  les  séries  (7)  ne 
renferment  que  des  termes  positifs ,  ii  en  résulte  que 
dans:  cette  hypothèse  chacune  des  quantités  s„s'^^ 
s" „  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vèrsT 
la  limite  s  s',  et,  par  suite ,  la  différence  s„s\ — s\, 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  là  somme 

Vers  la  limite  zéro. 

Concevons  maintenant  que,  !es  termes  des  séries' 
(y)  étant  lés  uns  positifs  et  les  autres  négatifs ,  on  dé- 
signe respectivement  par 

•  * 

(10)  (  : 

[fo^ft^fxy     •  •  '   f  nf    *^^'  •  •  •  > 

les  valeurs  numériques  de  ces  différens  termes.  Sup- 
posons de  plus ,  conformément  à  l'énoncé  du  théo- 
rème 3  que  les  séries  (  i  o) ,  composées  de  ces  mêmes 
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Taleùrs  numériques  ,  mietit  toutes  deux  Conver- 
gentes. En  vertu  de  laremai'que  qupa  vient  de  faire, 
la  somme 

con veinera,  pour  des  valeurs  croissantes-  de  ;i,  vers 
la  limite  zéro  :  et ,  comme  la  valeur  numérique  de 
cette  somme  sera  évidemment  supérieure  à  celle  de 
la  suivante 

t 

il  en  résulte  qup  cette  dernière ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même,  la  difFérence  s„s\ — s'^„  convergera  dle- 
méme  vers  la  limite  zéro.  Par  suite,  ^,y',  qui  est  la 
limite  du  profluit  s„s\,  sera  encore  celle  de  s\.  En 
d'autres  termes ,  la  série  (9)  sera  convergente ,  et 
aura  pour  somme  ie  produit  s  s'.. 

ScHOUE.  Le  théorème  précédent  pourrait  ne 
plus  subsister  »  si  les  séries  (7) ,  supposées  conver- 
gentes, cessaient  de  letre  après  la  réduction  de  cha- 
que terme  à  sa  valeur  numérique.  Concevons ,  j)ar 
exemple ,  que  pour  chacune  des  séries  (y)  on  prenne 
la  suivante 


(n)      I, r,   H — j, r,   -*---r»  — &<^- 

2X  3a  4T  Jz 

La  série  (9)  .deviendra 


/ 


] 


15Q  .pouna  d'a»kai^y$b. 

1  f-L.       _'  -        _'_  '  ^  ir 

V  \  V4  Vj.a  y»'3  Vé/ 

Cette  dermère  i^st  divergente.  Cm  son  t^i|ie  géné- 

r^il,  savoir  I 

_,  /  I  I  ï  .       ■       .     '  \ 

a  une  valeur  numéri(|ue  évidemment  supéncui^  à. 

iqrsqHei.fi;  est  pajr^  et  à 


■  K^)"!^ 


n  a  ft 

_  ^ 


jt-hi 


lorsque  n  est  impair  ;  c'est-à-dire ,  dans  tous  les  cas 
possibles,  une  valeur  numérique  supérieure  k  Funité.. 
Cependant  la  série  (  1 1  )  est  convergente.  Mais  on 
doit  observer  qu  elle  cesse  de  Tétre ,  lorsqu'on  réduit 
chaque  terme  à  sa  valeur  numérique ,  puisqu  eile  se 
change  alors  en  la  série  (6)  du  §.  2.* 


§.  4.*  Des  Séries  ordonnées  suivant  les  Puissantes 
ascendantes  et  entières  d*une  variable. 

Soit 
(i)  a^,    a^x ,   a^x^ ^  .^ .  a^x* ^  &c... 


./ 


!.••  PMfcTîË-  •  CWAi^.  V I.  ISl 

6t  tieeadaiites  d^  te  vormble  ±, 

désignaat.des  coefEciens  constftn»  pcFsîtife  <m  néga- 
tifs. Soit  de  plus  A  ce  que  devient  pour  Uâériç  ^) 
la  quantité  k  du  paragraphe  précédent  [voy.  le  §.  3  , 
2/  théorème].  La  même' quantité,  calculée  pour  la 
série  (1) ,  sera  équivalente  à,  la  valei&r  Quméri()|ie  dji^ 
produit 

Ax. 

Par  suite ,  la  série  (  i  )  sera  crtivergcnte ,  si  cette 
valeiur  numérique  est  inférieure  à  l'unité ,  c'est-à-dire, 
€i»4^i!isL»é»  fermée  y  sibûvdtmt  humériiqHié  defo  vkP- 

riabie  a:  est  inférieure  à  -^  •  Au  contraire ,  la  série  (i  ) 

seitt  dSvergéhte,  si  la  vafeur  numérique  de  a:  surpasse 

-j- .  On  pfetit  dûnc  énoncer  k  proposition  suivante. 

1/'  TïinfeORÈlfÉ.  ^it  A  la  Itfnifé  vêf^s  fdqiiétte 
converge, pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  va-' 
cine  n.*'  dés  plus  grandes  valeurs  numériques  de 
«, .  La  série  (  i  )  sera  convergente  pour  ioutes  f&s 
valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 

et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées 
hors  des  mêmes  limites , 


Lorsque  la  valeur  numérique  du  rapport  -^ 


.«11*1 


a 
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converge  vers  une  limite  fixe ,  cette  limite  est  [en 

vertu  du  4-*  théorème,  chapitre  II ,  §•  3  ]  1&  valeur 
cherchée  de  A,  Cette  remarcjue  conduit  à  une  nou* 
velle  proposition  que  je  vais  écrire.  '      ' 

s.*  Théorème.  Si ,  peur  dés  valeurs  croissaniès 
den,la  valeur  numérique  du  report 


'«♦I 


converge  vers  la  Umite  a,  la  série  ( i )  sera  emn 
vergente  pour  toutes  les  valeurs  de  9  comprises 
entre  les  limites 


et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  ».  situées 
hoirs  des  mêmes  limites. 

Corollaire  j^  Prenons  pour  ei^emple  la  sérîç 

(3)  l,     20:^    30:*,     4-^^,  ...  («-♦nl):F^^  &C..* 

Comme  on  trouvera  dans  cette  hypothèse 
et  par  suite , 

^    =:    I, 

OR  en  conclura  que  la  $érie(3)  est  convergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites 

.r  =  —  I,     j;  =  -Hi, 

et  divergente  pour  les  valeurs  de  x  situées  hors  de 
ces  limites^  * 


I.*^' PARTIE.    CHAP.   VI.  153 

*'  COROiÀuiKS  If  Prenons  pour  second  ^exemple 
la  série 

w         "T'  —}  ~»  •"  "v;'     — 

'dans  laquelle. le  terme  constant  est  censé  réduit  à 
zéro.  On  trouvera  dans  cette  hypothèse  '  ) 

et  par  suite  ^  =  i .  La  série  (4)  sera  4ohc  encolle 
convergente  ou  divergente ,  suivimt  que  la  valeur 
numérique  de  ^  sera  inférieure  où  supérieure  à  f  u- 
îPité.'  > 

Corollaire  j'  Si  pour  la  série  (i)  on  prend 
ia  suivante , 


V 


Ik  désignant  une  quantité  quelconque ,  on  trouvera 

r-ii- 

«;*;   A*—*  _       *_ 

««  «-h     I  I  * 

*  I  H 

II 

et  par  suite  ^ 

^  t 

^  =  Um.  — ; — ^  =3 =  I . 

I   -» I  H 

«  O© 

Oq.  en.  conclura  que  la  série  (5)  est /comme  les  sé- 
ries (3)  et  (4),  ccwivergente  t)u  divergente ,  suivant 


•que  FoB  Mtrïbue  à  k  vtmMe  Jt  uo&  valeur  ndkné» 

rique  inférieure  ou  supérieure  à  Tunité.       •  .  %,.:  :,. 
Corollaire  ^/  Cawidéreps  encore  ia  nérie 

Comme  on  aura  dans  ce  cœ 

a»  n-f-i    ^ 

ctr  par  suite , 

on  en  conclura  que  la  série  est  convergente  eUtÊt 
les.  finûtea  -     '        '\ 

r 

t 

^=:  — ^  =  — c»,     a:  =  -H^  =  -i- oo  , 

c'est-à-dire /pour  toutes  les  valeurs  réelles^  possibles 
de  la  variable  x. 

Corollaire //  Considérons  enfin  la  sérfe 
(7)      r,  T.x,  1.2.^*,  1.2.3.0:'; ...i. 2.3. ..nr.aï^,&c.,. 
En  lui  appliquant  lè  théorème  2.* ,  on  trouvera 

■^^^^=^  =w-i-i,    A=z  00  \ 


a 


et  Fon  aura  par  suite , 


1 

■:r-  =  O. 


On  en  concfura  que  la  série  (7)  est  toujours  diver- 
gente ,  excepté  lorsqu'on  suppose  j; = o ,  imqueft  eas^, 
eiie  se  réduit  à  son  pi^emier  terme  i  • 


.  Ef%  ^xaBÛnaftt  les  vé$ultate  qu'oa  vieat  fobteuir  j 
on  reconnaît  immédiateçoei^t  que,  parmi  les  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  et  en- 
tières de  la  variable  a:,  les  unes  sont  tantôt  con- 
vei^ent^s  ^  tantôt  divergentes ,  selon  la  valeur  attri- 
buée à  cette  xariabie,  tandis  cpe  d'autres  restent 
toujours  convergentes ,  quel  que  soit  a: ,  et  ^autres 
toujours  divergentes,  excepté  pour  :r=o.  On  peut 
ajouter  que  le  théorème  i  /'  ne  laisse  dlncertitude 
sur  la  convergence  d'une  semblable  sérié  que  dans 
le  ça3  où  la  valeur  numérique  de  :r.  devient  égale 

à  la  constante  positive  représentée  par  -^ ,  c'es^à- 

4kkf  lofs^'oQ:  suppose  X 


a: 


Dans  ce  cas  particulier,  la  série  est  tantôt  conver- 
gente ,  tantôt  divergente,  et  Fa  convergence  dépend 
quelquefois  du  signe  de  la  variable  x.  Par  exemple, 
si  dans  ia  série  (4) 9  pour  laquelle  ^  =  i ,  on  ùàt 
successivement 

,r  =  I  ,     a:  =  —  I  , 
on  obtiendra  les  deux  suivantes 

W  ^  '     T'     Y'     "4"'    •  ••  "n"'    ^^•••» 

dont  !»  première  est  divergente  [voyez  dans  le  §.  2 
le  corollaire  du  3  .*  théorème] ,  et  hi  seconde,  conver- 
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gente,  ainsi  que  cela  résuite  du  3/ théorème [5-  3 1- 
II  est  encore  essentiel  de  remarquer  que  par  suite 
du  premier  théorème ,  lorsqu'une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  d'une 
variable  x  sera  convergente  pour  une  videur  nu- 
mérique de  X  différente  de  zéro  ,  elle  restera  con- 
vergente ,  si  Ton  vient  à'diminuer  cette  valeur  numé- 
rique ,  où  même  à  la  faire  décroître  indéfiniment.  . 

Lorsque  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x  sont 
convergentes  pour  une  même  valeur  de  la  variable , 
on  peut  leur  appliquer  les  théorèmes  5  et  6  du  §.  3. 
Cette  remarque  suifit  pour  établir  les  deiix  prop<^ 
sitions  que  je  vais  énoncer. 

3.*  Théorème.  Supposons  que  les  deux  séries 

Ia^y    CL^x  ,    a^x*  y  . . .  a^  x^  ^   &c.  •  •  » 
b^y         b^    X  ,         b^X^    y         .    .     .     è^    x*  ^         &C.    .    .    y 

étant  a-la-fois  convergentes ,  lorsqu'on  attribue  à 
la  variable  x  une  certaine  valeur,  aient  alors  pour 
sommes  respectives  s  et  s  ; 

(11)  a^-^b^,  {a,-hb,)x,  (e?,-H/^,).r*,  ...(a^H-^„).r%  &c.. 

se7'a ,  'dans  le  même  cas ,  une  nouvelle  série  conver^ 
gente,  qui  aura  pour  somme  *-H5'. 

Corollaire.  On  étendra  facilement  ce  théo- 
rème à  tant  de  séries  que  Ton  voudra.  Par  exemple, 
si  les  trois  séries    . 


.> 


■  f 
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fs^  y     u^x ,     a^x*  j     &c. . . . , 
b^ ,      b,x  ,     b^  X* ,      &c , 

Co  ,        C^X  ,       C^X\       kfX ,  , 


sont  convergentes  poiur  une  même  valeur  attribuée 
à  la  variable  j:,  et  que  Ton  désigne  plar  s ,  s',  s". 
leurs  sommes  respectives ,   '  '  .  '        '  " 

a.-hb^-hc.j  (a,-HÔ.-t-c,)ar,  (a»-H3^-+-c,)ar%  &c... . 

sera  une  nouvelle  série  convergente  »  qui  s^ura  pour 
somme  s-\-s' -^s". 

4.*  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées, 
que  dans  le  théorème  précédent,  si  de  plus  chacune 
des  séries  (  i  o)  reste  convergente ,  lorsqu'on  réduit 
ses  differehs  termes  à  leurs  valeurs  numériques , 

.        («A,  {i2jb,'¥<i,b^,  {aj}r^a,b,-^ajb^\  ... 

(l2)\ 

( ... (ao^«-*"«i*«-i-»---»-^«-i^i-»-^A)-^*/ &c... 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour 
somme  ss, 

r 

Corollaire  i^  Le  théorème  précédent  se 
trouve  compris  dans  la  formule 

^     I  =:aoAo-H(«o*«-+-«,*o)jr4-(aoA,-+-fl,*x-*-flA)'»*H-&C,*k 

qui  subsiste  dans  le  cas  où  chacune  des  séries  (  i  o) 
reste  convergente  Iprs  même  qu'on  réduit  ses  diffé- 
rens  termes  à  leurs  valeurs  numériques,  et  qui  sert 
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à  développer  dans  cette  hypothèse  le  produit  des 
sommes  des  deux  séries  en  une  nouvelle  série  de 
même  forme. 

CoRûLLAîRE  2/  En  répétant  phisietn^  fois  de 
suite f opération  indiquée  par  lequation  (13)  /  <m 
pourrait  muitiplier  entre  eiks  les  sommes  de  trpit 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  séries  fiembl^JUetf 
aux  séries  (10),  et  dont  chacune  resterait  conver- 
gente après  la  réduction  de  ses  diflférefis  termes  à 
leur$  yaieiffs  numériques.  Le  produit  obtenu  serait 
la  somme  d'une  nouvelle  série  convergente  cordon- 
née  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de 
ta  variable  x. 

.  Corollaire  j/  Si  dans  les  deux  corollaires  pjré- 
cédens  on  suppose  que  toutes  les  séries  dont  on 
multiplie  les  sommes  deviennent  égales ,  on  obtien- 
dra pour  produit  une  puissance  entière  de  fa  somme 
de  chacune  d'elles  ;  et  cette  puissance  se  trouvera 
encore  représentée  par  ia  somme  d*une  série  du 
laéme  g^re.  Par  exemple,  si  dans  Téqûatioii  (13) 
onfaitfl^=è^,  a,=b,y  a^^b^y  &c... ,  on  en  tirer* - 

/    /\  i      (a^'^a,a:'+'  a^x^  HnSiC Y 

Corollaire  -^/  Si  Ton  prend  pour  termes 
néraux  des  séries  (10) 

■  I.  if :■■■■■<, il ff\;—i«. ■  ,  ^ ^*«     »■  Mmt  I  ^p— 

1 .2.3 .... .n 
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ft;  'ft'  ééugnant  ienx  quantité»  qttdcônques,  etia 
variable  x  étant  redfemiée  entte  les  itniîtes  jr;=:^ — jv 
or  =  -f- 1  ,  chacune  des  séries  (  i  o)  restera  conver- 
gente même  lorsqu'on  réduira  ses  difFérens  termes 
à  feiirs  Taieurs  qurnérupies,  et  ie  terme  général  dft 
ia  aérie  (12)  devieiuba  1 


[ 


/«(/A— i)...(A«— n-f-i)  M(A*— i)...(ye*— «-+-1)     /uf\       * 


•  ^^         r-  •  • 


i.a.j n  i,a.3...(«^— r)  1 

1  1.2.3. ..(m — V  i.a.3...fi'  .       J 

I 

ZZI         '  ■  *■  — "■  u7  • 

■•2.3. • • . .M 

Cda  posé  I  si  Ton  appelle  Cp  (  ft  )  la  somme  de  L| 
première  des  séries  (lo)  dans  Thypothèse  que  Ton 
vient  de  faire ,  c  est-à-dirè ,  si  Ton  pose 


*•• 


_t_^  ^   ^^  ^(M—i) 


(*5)    -  (^{M^^i-^f^-^—r^^'^^.... 

les  sommes  des  séries  (10)  et  (i  a)  seront  i^éspeetf^ 
veméot  désignées ,  daos  la  iméme  bypothddè ,  pâr^ 

<p(;^),  <^{fJ^')  et  cj)(/^-H)U.');  en  sorte  que  Té-^ 
quation  (13)  deviendra 

Lorsque  dans  féquation  (i^)  on  remplace  la 
somme  de  la  sériie 

^^,    b,x ,   b^x\  &c 


par  un  polynôme  composé  d'un  nomBro  fini  de 


A 
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termes ,  on  obtient  une  formule  qui  ne  cesse  jamais 
d'être  exacte ,  tant  que  ia  série 

^o  »    ^i^  }    ^i«27*  ,   &c 

demeure  convergente.  C'est  ce  que  nous  allons 
prouver  directement,  en  établissant  le  .théorèoie 
qui  syit. 

5i*  Théorème.  Si,  la  série  {i)  étant  conver^ 
gente,  on  multiplie  la  somme  de  cette  série  par  le 
polynôme  •.■"•• 

(17)     kJ*  -^la^"'^  -k-isLC..'¥'pX'^q, 

dans  lequel  m  désigne  un  nombre  entier ,  on  plh 
tiendra  pour  produit  la  somme  dune  nouvelle,  sérié 
convergente  de  même  forme,  dont  le  terme  général 
sera 

[qa^^pa^^,-^....  la,,^^^,-\-ka^^)ar / 

pourvu  que  Ton  considère  comme  nulles  dans  le$ 
premiers  termes  celles  des  quantités 

qui  se  trouveront  affectées  d'indices  négatifs  :  en 
d'autres  termes,  on  aura 

\       /  ^  -f-  &c 
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.DÉMONSTRATION.  Pour  multipliei'  la  somme 
de  la  série  (i)  par  le  polynôme  (17),  il;  suffira  de 
la  multiplier  successivement  par  les  difTérens  tefmes 
de  ce  polynôme.  On  aura  donc 

=  ^  («o -*-«!* -h  a^Jî'  -+-&C...)  +px  (ao  +  a,x-ha^ar*-h&c.. .) 

-H&c... . 

-H  /x**"'  (ao+a.jr-ha^x*-»-.-.)  4- *Jc"*  (ao-Hfl,Jf-f  «a^*-»- &c.. .) 

Comme  on  a  de  plus ,  pour  des  valeurs  entières 
quelconques  de  n, 

y  (  ao  -H  «,  «  -h  «i  Jf*  -4- -h  a„.,  «"""  ) 

on  en  conclura,  en  faisant  croître  n  indéfiniment, 
et*  passant  aux  limites , 

« 

On  trouvera  de  même 

px  (  ai»-h«,*-»-«a«*-i-&c )  ss/»ao«-hpa^x'-fl'a^^^H-&c.. .  , 

&c 

*«'?*(  ao^-â>^-al^x*-i-&c.  .'...)  =  Aaox'^H-^a  ,x"*+  '-Hla^x'^*-fto... 

SiToii  ajoute  ces  dernières  équations,  et  qu'en  for- 
mant  la  somiqe  des  secoqds  membres  on  réunisse  les 
coefficiehs  des  puissances  semblables  de  la  variable 
X,  on  obtiendra  précisément  la  formule (iS). 

Coocevoc^  maif^tenant  que  dans  la  sérié  (  i  )  on 
fasse  varier  la  valeur  de  x  par  degrés  insensibles. 

TOBL   1.  lu 


I 
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Tant  que  la  série  restera  convergente,  c'est-Â-dire, 
tant  que  ia  valeur  de  x  demeurera  comprise  entre 
•tes  limites 


k  somme  de  la  série  sera  [  en  vertu  '  du  i  .*'  théo^ 
rème ,  §.  i  ]  une  fonction  continué  de  la  variable  x. 
Soit  Cp  [x)  cette  fonction  continue.  L  équation 

Cp  {x)  =  fiP„  -i-  a^X  -H  «^47*  -+-  &c 

subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées 
entre  les  limites  — ^  ,  -+-  -^  ;  ce  que  nous  indi- 
querons ,  en  écrivant  ces  limites  à  côté  de  la  série  ^ 
comme  on  le  voit  ici  .   ' 

Îx— — -^ 

Lorsque  la  série  est  supposée  connue ,  on  peut 
quelquefois  en  déduire  la  valeur  de  la  fbnctiôh  <^{x) 
sQus  forme  finie  ;  et  c'est-Ià  ce  qu  on  appelle  sommet 
la  série.  Mais  le  plus  souvent  la  fonctipn  <^,{x)  est 
donnée ,  et  Ton  se  propose  de  revenir^de  cette  fonc- 
tion à  la  série,  ou ,  en  d'autres  termes,  de  développer 
la  fonction  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  fa  variable 
X.  Il  est  facile  d'étabUn  à  ce  sujet  la  prc^pAsition  que 
je  vais  énoncer. 

6.^'  Théorème.  Une  fonction  continue  de  ta  vd' 
viable  x  ne  peut  être  développée  que  d'une  seule 
•manière  en  série  côrwergente  ordonnéç  smvant  lep 
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puissBnces  ascendantes  et  entières  de  cette  t;a^ 
fiable. 

DÉMONSTRATION'.  En  effet,  supposons  qu'oïl 
ait  développé  par  deux  méthodes  différentes  la  fonc- 
tion ^  {a:)  ;  et  soient 

Col    a^x  ^    a^a:*  ,^ .  a^x" ,    &ic, . .  y  -.s 

les  deux  déveïoppemens ,  c  est- à -dire,  deux  séries 
dont  chacune,  ét^nt  convergente  pour. des  râleurs 
de  X  différentes  de  zéro ,  ^it  pour  somin^ ,  tant 
qu  elié  demeure  convergente ,  la  fonction  Cf)  Qr).  Ces 
deux  séries  étant  constamment  convergentes  pour 
dé  très -petites  valeurs  numériques  de  x,  on  aurâ^ 
pour  de  semblables  valeurs ,  '  ' 

a^-»-aj^^'*-tt^^*-4-&c...  =  b^-^b^x-hb^x^^&Lc... 

Comme ,  '  en  faisant  évanouir  .r'^  on'  tiré  de  fé- 
quation  précédente 

a  =^  b  . 
ii  en  résulte -qu  on  peut  fat  réduire  généntleme&t  iP 

•  a.x-^a^  x^'-^  &.€...  =  b^x-^-b^af-^- kc.f 

.  •  •  ■    .      » 

ou  t  ce  qui  revient  au  méme^  à 

x{a,'\-a^X'^&ic. .  .)  =  x{b,f^^^r^iiL^, .  ,y 

# 

Sî  Ton  multiplie  par  —  fes  deux  membres  de  cette 
dçrnièrç  équation». on. obtiendra  {a  suivante 

-  €r ,  -4-  a,  -Jt >i-  Âc. .  ".  ^  b^  '^  b^  x  ^  &c.  :  ; , 
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qui  devra  encore  subsister  pour  de  très-petites  va- 
leurs numériques  de  ia  vaiiable  ^^  et  de  laquelle  on 
conclura ,  en  posant  0^  =  0, 

«X  =  *,• 

En  continuant  de  même ,  on  ferait  voir  que  les  cons- 
tantes «p ,  <ii,  of, ,  &c...  sont  respectivement  égales 
aux  constantes  b^\  b,^  b^^  &c...  ;  d'où  il  suit  que 
les  deux  déveioppemens  de  la  fonction  ^  {x)  sont 
identiques. 

Le  calcul  différentiel  fournit  des  méthodes  très- 
exjpéditfves  pour  développer  les  fonctions  en  sérieis. 
Nous  exposerons  plus  tard  ces  méthodes  ;  et  nous 
nous  bornerons  pour  l'instant  à  faire  connaître,  avec 
le  développement  de  la  fonction  (  i  -4-  a:  )'' ,  dans 
laquelle  ^  désigne  une  quantité  quelconque ,  deux 
autres  développen^ens  que  l'on  ramène  facilement 
au  premier ,  savoir ,  ceux  des  fonctions 

A'   et   L[i  -^x), 

A  désignant  une  constante  positive ,  et  L  la  carao- 
téristique  dés  logarithmes  dans  un  système  choisi  è 
volonté.  En  conséquence ,  nous  allons  résoudre  l'un 
après  l'autre  les  trois  problèmes  qui.  suivent. 

1."  Problème.  Développer,  lorsque  cela  se 
peut,  lu  fonction  ■  

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puiâ-^ 
sances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  m. 
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Solution.   Si  d'abord  on  suppôt >t= m,  m 
désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on  aura, 

par  ia  formule  de  Newton , 

♦ 

i-H^rr  =  I  -♦-  — JTH — ^^ ^^-+-&c-.- 

/  1  1.2 

La  série  dont  ia  somme  constitue  ie  second  membre 
de  cette  formule  est  toujours  composée  d  un  nombre 
fini  de  termes  :  mais ,  si  ion  y  remplace  le  nombre 
entier  m  par  une  quantité  quelconque  ^t ,  la  nouvelle 
série  que  fon  obtiendra,  savoir , 

(5)  ■.   ^--    ^^^f?^--.  &e . 


se  trouvera  composée  en  général  d'un  nombre  indé- 
fini de  termes ,  et  sera  convergente  seulement  pour 
des  vdeurs  numériques  de  x  inférieures  à  f unité. 
Soit,  dans  cette  hypothèse,  Cp(/x.)  ia  somme  de  la 
nouvelle  série;  en  sorte  qu^on  ait 

Eii  vertu  du  i.*'  théorème  [§.  i.*'],  <^(/^)  sera 
fonction  continue  de  ia  variable  fÂ.  entre  des  limites 
quelconques  de  cette  Variable ,  et  ion  aura  [voyez  la 
3/ théorème,  corollaire  4] 

(16)  <î>0^).cp  (/^')  =  <^{f^'^l^% 

Cette  dernière  équation ,  étant  entièrement  sem« 
biabie  à  Féquation  (2)  du  chapitre  V  [§.  i/'],  se 
résoudra  de  ia  même  manière  ;  et  l'on  ett  conclura 
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La  valeur  de  <p{fÂ)  étant  ainsi  déterminée ,  «i  on  fat 
substitue  dans  la  formule  (15),  on  trouvera,  pour 
toutes  Ie&  valeurs  de  ^  comprises  entre  les  iîttiites 

Lorsque  la  valeur  numérique  de  x  devient  su-, 
périeure  à  Funité,  la  série  (5),  n  étant  pius  <^nver- 
gente,  cesse  d avoir  une  somme;  en  sorte  que  le-' 
quation  (20)  ne  subsiste  plus.  Dans  la  même  hypo- 
thèse ,  ii  devient  impossible ,  ainsi  qu  on  le  prouvent 
plus  tard  à  l'aide  du  calcul  infinitésimal  |  de  déveK 
lopper  la  fonction  (  i  -h  a:  )'*  en  série  convcargente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendiM^tes.et  en- 
tières de  la  variable  x. 

Corollaire  i^  Si  dans  l'équation  (10)  on  rem- 
place fju  par  -^ ,  et  ^  par  ctx^  et  désignant  une  quan- 
tité infiniment  petite ,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs 
•de  di^x  renfermées  entre  les  Umitefi  —  i  ,  -t-  ï  ^  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de 

X  renfermées  entre  les  limites  — —->  -^4"'v 

^  ■ 

1  1.2  1.2.2 


I 
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Cette  dernière  équation  devant  subsister,  quelque 
petite  que  soit  la  valeur  numérique  de  et ,  si  Ion 
-désigne  à  lordinaire ,  par  l'abréviation  lim.  placée 
devant  une  expression  qui  renferme  la  variable  et,  la 
limité  vers  laquelle  converge  cette  expression,  tandis 
que  là.  valeur  numérique  de  et  décroît  indéfiniment, 
on  trouvera ,  en  passant  aux  limites , 

lim.  (  i  -hàuv)  •==!-»-  —  -+-  -^ — I — ' H-  &c. . . 

x  =  H-oo  )' 

f 

Il  reste  à  chercher  la  limite  de  { i  -+•  et  j:)  *  .  Or ,  en 
premier  lieu ,  on  tirera  de  la  formule  précédente 

iim,  (l  -^ùiS^zrz  I  H-~H — ^ — I î H&C..., 

^  ^  I        i.a        1.2.3 

ou ,  en  d'autres  termes , 

(22)  li77l.  (l  -4-ct)*=€i^ 

«  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens  [voy. 
le  §.  i/',  équation  (6)].  On  en  conclura  immédia- 
tement 

lim.  (  I  -+-  fltiar)  •*   =  e, 
€t  par  suite 

Si  maintenant  on  remet  la  valeur  de  lim.  (i-4-ûur)* 
dans  1  équation  (2 1)^  011  «obtiendra  la  auivi^te 
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(22)       ^  =!-♦- 1 tH H&C..J.  >. 

^   -'^  I  1.2  1.2.3    '  (jc  =  -hooJ 

On  pourrait  arriver  directement  à  I  équation  (23), 
en  observant  que  la  série 


x'         .      x^ 


N     /  '  I     '  1.2'  1.2.3' 


est  convergente  pour  toutes  ies  valeurs  possibles  de 
la  variable  o:^  et  cherchant  ia  fonction  de  x  qui 
représente  la  somme  de  cette  même  série.  En  effet, 
soit  Cp(^)  la  somme  de  la  série  (6)  qui  a  pour 


terme  général 


«■ 


'•-  1 . 2 . 3  . . .  n    ' 


<^[y)  sera  la  somme  de  !a  série  qui  a  pour  terme 
général 


1 .2 . 3 . . .n    * 


et  [en  vertu  du  6.*  théorème,  §.  3]  le  produit  de  ce» 
deux  sommes  sera  ia  somme  d'une  nouvelle  série 
qui  aura  pour  terme  général 


jr» 

-^ 

1.2 

.3...(n— i)' 
1 .2.3. .  .n 

I 

• 

■^ 

• .  • 

-*- 

a: 

1 

»"- 

■I 

I 

,  1 

•  2.-1, 

.  .n 

y" 

I 

.2.3.. 

..(n— 1 

') 

■"1 

I  .2 

.3.. 

.» 

Ce  produit  sera  donc  égal  à  Cp  (^-+-y)  ;  et  par  suite , 
si  l'on  fait 


*•  «5 


Cp(^)=:lH 1 1 H&C...  • 

^  ^   '  I  1.2  1 .2.3  ' 

la  fonction. cp (07)  vérifiera  l'équationr 
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En  résolvant  cette  équation ,  on  en  tirera 

c'est-à-dire , 

Corollaire  2/  Si,  après  avoir  retranché 
Funité  de  chaque  membre  de  l'équation  (20),  on 
divise  ies  deux  membres  par  f^ ,  I  équation  que  l'on 
obtiendra  pourra  s'écrire  ainsi  qu'il  suit , 


(x  =  4-  I  J  » 


et ,  si  dans  cette  dernière  on  fait  converger  />t  vers 
la  limite  zéro ,  on  trouvera ,  en  passant  aux  limites , 


(24)  Um.  ^^^^ — î-  =  :f  —  —  -H  -^ — K  &c.... 

De  plus,  comme,  en  désignant  par  /  la  caractéris** 
tique  des  logarithmes  népériens  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  6;  on  a  évidemment 

1  -^  x=ze  , 

on  en  conclura 

ii±f:ii=/(i^.^)-^-^[z(iH.x)]v&c.... , 
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et  par  suite 

(25)  yi-^.  (i±^,=  /(i^ar). 

Cela  pose,  ia  fbnnule  (24)  deviendra 

(26)     i{i^x)=x-^^^-^kc...\i2Z\[ 

L'équation  précédente  subsiste  tant  que  ia  valeur 
numérique  de  x  reste  inférieure  à  l'unité  ;  et ,  dan» 
ce  cas ,  la  série 


X"  *'  s  Jf* 


est  convergente ,  aussi  bien  que  la  série  (4) ,  qui  en 
diffère  seulement  par  les  signes  des  termes  de  rang 
impair.  Les  mêmes  séries  devenant  divergentes ,  dès 
qu'on  suppose  la  valeur  numérique  de  x  supérieure 
il  l'unité ,  l'équation  (26)  cesse  d'avoir  lieu  .dans 
cette  hypothèse. 

^  Dans  le  cas  particulier  où  Ton  prend  .r  =ri  ,  la 
série  (27)  se  réduit  à  la  série  (3)  du  troisième  pa- 
ragraphe, laquelle  est  convergente,  comme  on  l'a 
fait  voir.  L^équation  (26)  doit  donc  alors  subsister; 
en  sorte  qu'on  a 

(28)  /(2)=I ^-i--^ -^-i-&C.... 

Si  Ton  prenait  au  contraire  :r=r:  —  i ,  la  série  (27) 
deviendrait  divergente,  et  n'aurait  plus  de  somme. 

On  peut  remarquer  encore  que,  si,  après  avoir 
écrit  — a:  au  lieu  de  x  dans  la  formule  ('î<S)  >  on 
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change  à-Ia-fois  les  signes  des  deux  membres ,  on 
4>btiendra  ia  suivante 


(«^)        ^(7^7)=  X  -H  ^+  y  -**  &C...  j 

2.*  Problème.  Développer  la  Jonction 

A-, 

dans  laquelle  A  désigne  un  nombre  quelconque,  eh 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
(ascendantes  et  entières  de  la  variable  x. 

Solution.  Désignons  toujours  par  la  caracté* 
ristîque  /  les  logarithmes  népériens  pris  dans  le  sys- 
tèmfs  dont  la  base  est  e.  On  aura ,  d'après  la  défi- 
iiition  même  des  logarithmes , 

ft  Ton  en  conclura 

(30)  .4'  =  c''^^\ 

Par  suite ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (  23  ) ,  on 
trouvera 


l  1.2  l'^.} 

JP3=— 00    " 


6cc,.. 


Cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  va-^ 
leurs  réelles  possibles  de  la  variable  a;. 

3.*  Problème.  La  caractéristique  l  désignant 
les  logarithmes  pris  dans  ie  système  dont  la  base 
est  A,  développer,  lorsque  cela  se  peut,,  la  fonction 


172  COURS  d'analyse. 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  s. 

Solution.  Désignons  toujours  par  /  la  caracté- 
ristique des  logarithmes  népériens.  On  aura,  en 
vertu  des  propriétés  connues  des  logarithmes , 

et  par  suite,  en  ayant  égard  à  lequation  (26) ,  on 
trouvera,  pour  toutes  les  v^eurs  de  x  comprises 
entre  les  limites  —  i  ,  -♦-  i , 

(3  2)     L{i^x)=-^^  [^-T~^f  -*^C"]-  i  xî+  !|. 

Cette  dernière  fçrmule  subsiste  dans  lé  cas  même 
où  ion  prend  ^=1.  Mais  elle  cesse  d avoir  iîett> 
lorsqu'on  suppose  or  =  —  i  ,  ou  a?*  >  i . 
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1 

CHAPITRE  VIL 

Des  Ejcpressions  imaginaires  et  de  leurs  Modules. 


5.^1/'   Considérations  générales  sur  les  Expressions 

imaginaires. 

En  analyse,  on  appelle  expression  symbolique 
ou  symbole  toute  combinaison  de  signes  algébriques 
qui  ne  signifie  rien  par  elle-même,  ou  à  laqueiie  on 
attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu^elIe  doit 
naturellement  avoir.  On  nomme  de  même  équations 
symboliques  toutes  celles  qui ,  prises  à  la  lettre  et 
interprétées  d'après  les  conventions  généralement 
établies ,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens  ,  mais 
desquelles  on  peut  déduire  des  résultats  exacts ,  en 
modifiant  et  altérant  seion  des  règles  fixes  ou  ces 
équations  elles-mêmes,  ou  ies  symboles  qu'elles 
renferment.  L'emploi  des  expressions  ou  équations 
symboliques  est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les 
calculs ,  et  tPécrire  sous  une  forme  abrégée  des  ré- 
sultats assez  compliqués  en  apparence.  C'est  ce 
qu'on  a  déjà  tu  dans  le  second  paragraphe  du  troî« 
sième  chapitre vt)ù  la  formule  (9)  fournit  une  valeur 
symbolique  très^imple  de  l'inconnue  x  assujettie  à 
vérifier  {es  équations  (4).  Parmi  les  expressions  ou 
équations  symboliques  dont  k  considération  est  de 
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quelque  importance  en  analyse,  on  doit  sur -tout 
distinguer  ceiles  que  I  on  a  nommées  imaginaires^. 
Nous  allons  montrer  comment  l'on  peut  être  conduit 
à  en  faire  usage. 

On  sait  que  les  sinus  et  cosinus  de  Tare  a-^ô 
sont  donnés  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  des 
arcs  a  ci  b  par  les  formules 

!^os.  (a-^b)  =  COS.  a  .  COS.  b  — sin.  a  .  sîii.  b  , 
sin.  (a-)rb)  =  sin.  a  .  cos.  b  -+-  sin.  b  .  cos.  a. 

Or ,  sans  prendre  la  peine  dç  retenir  cps  formules,^ 
on  a  un  moyen  fort  simple  de  les  retrouver  à  vp^ 
lonté.  II  suffit,  en  effet,  d'avoir  égard  a  ia remarqué, 
suivante.  *  .         . 

Supposons  que  ion  multiplie  ruae  par  Taoutre  ie$ 
deux  expressions  symboliques 

COS.  a  -H  |/— I  sin.  a  f 
cos.  b  -H  |/— I  »ifi.  b  , 

en  opéraht  d  après  les  règles  connues  de  la  muiti': 
plicatlon  algébrique  ,  comme  si  -/^  était  iwcl. 
quantité  réelle  dont  le  carré  fOt  égîd  à  — i.  Lé 
pro4uit  pbtenii  se  composera  de  dçxa  parties  ^  fUnÇ; 
toute  réelle,  Tautrc  ayant  powr  fajçte\ir  y"-^- ; ' et; 
fa  partie  réelle  fournira  la  valeur  de, ,  cq».  .(j« -^^  )s^ 
tandis  que  je  cpefScient  j/-^  fournira  ceite  ,diç 
sin.  (a-HÔ).  Pour  constater  C6tt9  r^^iosi^up,  a^ 
écrit  la  formule  ,     -       j 
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Gos.  (a -f- ô ) -4- y^  sîn.  ( a -H  i  ) 

=  (cos.  a-i-  y^— I  sin.  a)  (cos.  i  -4-y^— i  sin.  i). 

Les  trois  expressions  que  renferme  l'équation  précé- 
dente, savoir, 

COS.  a  -i-  "j/— »  sin.  a  p 

COS.  b  -H  |/— I  sio.  è  , 

COS.  {^a-^V)  -♦-  y^—i  sin.  (flP-f-i)  , 

sont  trois  expressions  S3anboIiques  qui  Ae. peuvent 
^interpréter  daprès  les  conventions  généralement 
établies ,  et  ne  représentent  fi^n  de  rée{.  On  I^s  a 
nosnoiées  pour  cette  raison  expressions  iiî)aginair!^. 
Lequation  (2)  elle-même,  prise  à  ia  lettre,  se  trouve 
inexacte  ejt  n'a  pas  de  sens.  Pour  en  tirer  des  ré- 
sultats exacts,  ii  faut,  en  premier  ii^u,  développer 
son  second  membre  par  la  multiplication  algébrique, 
ce  qui  réduit  cette  équation  à 

!cos.  (a-H-ô)  -+-^— I  sin.  \^a-\'bj'=.  cos. a,  cos. 6. 
—  sin. a. sin.  b  -+•  ]/— »  (sïnM.  cos.Ô  -+- sin.  b.  cos.- a). 

Il  faut,  en  second  lieu,  dans  lequation  (3),  égaler  la 
partie  réelle  du  preiiiier  membre  à  la  partie  réelle 
du  second , .  puis  le  coefficient  de  |/^  dans  k  pré- 
inier  membre  au  coefficient  de  -/^  dans  le  second. 
,0n  est  ainsi  ramené  au  tiéquafioDS  (i),  que  Ton  doit 
considérer  comme  împlicitémèQt  renferèiées  f  une  et 
f autre  dans  la  formule  (2). 

En  général ,  on  appelle  ésrpres^sion  ànagitiaire 
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toute  expression  symbolique  de  la  forme 

et  -H  Gy^— I  , 

et ,  C  désignant  deux  quantités  réelles  ;  et  Ton  dit 
que  deux  expressions  imaginaires 

sont  égales  entre  elles ,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part 
et  d'autre  ,  i  .^  entre  les  parties  réelles  et  et  y , 
2  .•  entre  les  coefficiens»  de  y/^  ,  savoir ,  C  et  J^. 
L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  s'indique , 
comme  celle  de  deux  quantités  réelles ,  par  le  « gne 
=  ;  et  il  en  résulte  ce  qu'on  appelle  une  équation 
imaginaire.  Cela  posé,,  toute  équation  imaginaire 
n'est  que  la  représentation  symbolique  de  deux 
-équations  entre  quantités  réelles.  Par  exemple ,  l'é* 
quation  symbolique 

féquivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

et  =  y  ,    C  =  J\. 

Lorsque ,  dans  l'expression  imaginaire 

et  •+•  6  i/^, 

.    » 

•le  coefficient  C  de  |/^  s'évanouit ,  le  terme  C  yCT 
est  censé  réduit  à  zéro,  et  l'expression .cUenaiéme  à 
la  quantité  réelle  et.  £a  vertu  de  cette  convention, 
les  expressions  imaginaires  comprennent^  comme 
cas  particuliers,  les  quantités  réelles. 

Les  expreâ^ons  imaginaires  peuvent  être  sou- 
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misesj  aussi  bien  que  les  quantités  réelles  aux  diverses 
opérations  de  Falgèbre.  Si  1  on  effectue  en  particulier 
Taddition ,  ia  soustraction  ou  ia  muitipiication  de 
deux  ou  de  plusieurs  expiassions  imaginaires,  en 
opérant  d'après  les  règles  établies  pour  les  quantités 
réelles,  on  obtiendra  pour  résultat  une  nouvelle 
expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu'on  appelle  la 
somme ,  la  différence  ou  le  produit  des  expressions 
données  ;  et  l'on  se  servira  des  notations  ordinaires 
pour  indiquer  cette  somme  «  cette  différence ,  ou.oe 

I  produit.  Par  exemple ,  si  l'on  donne  seulement  deux 

I  expressions  imaginaires 

on  trouvera 

■  t   •  ■  '  '* 

(5)     (c*^(:/-7)_(yH.JV./^)=cC^  , 

i(6)     (cC^C/^)x(y-^JV/^):r:flCV— Cc^^(ltc^^^ 

n  est  bon  de  remarquer  que  le  produit  de  deux  ou 
plusieurs  expressions  imaginaires ,  comme  celui  de 
deux  ou  plusieurs  binômes  réels ,  restera  le  même , 
dans  quelque  ordre  qu'on  multiplie  ses  différons 

£Eu:teurs 

Diviser  une  première  éxpi^ession  imaginaire  par 
une  seconde,  c'est  trouver  une  troisième  expression 
imaginaire  qui,  multipliée  par  la  seconde,  reproduise 
la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  est  le 
quotient  des  deux*  expressions  données.  On  se  sert 
TOM.  1.  M 
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pour  rîndiquer  du  signe  ordinaire  de  la  divisioBL 
Ainsi  I  par  exemple ,  • 

CL  -H  C|/— I 

représente  le  quotient  -des  deuK  eipres8ion3  iiftagi- 
œires 

■ 

Élever  une  expression  imaginaire  à  la  puîssailcè 
dii  degré  m{rt(  désignant  uiï  nottrbi^  entier) ,  ééà 
former  le  produit  de  m  fecteiirs  égaux  à  cette  ex** 
pression.  On  indique  Impuissance  m."'  dé  dM^Qy*^  ] 
par  la  notation 

(cl  -+-  Cf/^)". 

Extraire  la  racine  n."^'  de  l'expression  imaginaire 
CL  H^  C  |/-^  y  ou  I  en  d  autreis  termes ,  élever  cette 

expression  à- la  puissance  dix  degré  —  [n  dé^ignuiÉtf 

un  nombre  entier  quelconque  ) ,  c'est  fortner  une 
nouvelle  expression  imaginaire  dont  la  puissance  n."^ 
reproduise  et-^C}/^.  Ce  problème  admettant  plu^ 
sieurs  solutions  [voyez  le  §.  4]»  il  enrésutte  quePexi 
pression  imaginaire  ûl-hCj/^  a  plusieurs  fanWei 
tfù  degré  n.  Lorsque*  nous  voudrons  désigner  ifrdis^ 
tinctcment  l'une  quelconque  d'entre  elles ,  nous  em^ 
ploieromia  notation' 

ou  ia  suivante 

((.ct-^-C/-.'})^- 
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Dans  le  (iâs  particulier  où-  C  s'évanouit ,  àu-^Q-/^ 
se  réduit  à  une  quantité  réelle  et ,  et  parmi  ies 
râleurs  de  l'expression 

il  peut  s'en  trouver  une  ou  deux  de  réelles ,  comme 
on  le  verra  ci-après. 

Outre  les  puissances  entières  et  les  racines  cor- 
respondantes des  expressions  miàgihaires  $  on  a  sou-> 
vent  à  considérer  ce  qu'on  appelle  leurs  puissances 
fractionnaires  ou  négatives.  On  doit  faire  à  ce  sujet 
les  remai^qués  suivâriles. 

Pour  élever  l'expression  imaginaire  xCrhCy^^  à  la 

puissance  fractionnaire  du  degré  — ^  il  faut ,  ensup- 

«     .  >  t         '  '  .  ■  *  4 

1  ^^ 

posant  la  fraction  —  réduite  à  sa  plus  simple  exprès- 

îpn^,  I.*  extraire  la  racine  n.**'  de  l'expression  don- 
née ,  i/  élever  cette  raciite  à  la  puissance  entière 
di)  cl^fi;re  m.  Le  pràbleme  pouvant  être  résotu  de 
ni^îeifihs  manièi*es  [^oyez  ci-après  le  §.  4]>  nous  dé- 
iimeroni  jnaistibctemept  fune  quelconque  desjputs- 

fggHQfjTj  du.4egré  ^  par  la  notation 


m 


»  .         ■  ■  • 

Ddw-le  4isl)p«i4icn!lîçrt50Ù -€'*se  réduit  à  zérbs  une 

Kl  detixtde  cer  jpmsafllnceâ ^peuvent  devenir  i^iles'.   . 

>fiieii(»j|^idjprQstfod4iD^  à  hx  pùis;- 

^ance  négative  du  degré  —m,  ou  — ^- ,  ou  —  —  /  cVtt  * 

M* 
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diviser  Tunité  par  ia  puissance  du  degré  fHy  bu  «^  i 

ou  —  ,  de  la  même  expression.  Le  problème  ad- 
mettant une  solution  seulement,  dans  le  premier 
cas,  et  plusieurs  solutions  dans  chacun  des  deux 
autres,  on  indique  la  puissance  du  degré  —  ut  par 
la  notation  simple 

i 

tandis  qiie  les  deux  notation» 

((eu-t-C/^))"'» 

((*-t.C/^))"%     • 
représentent,  la  première,  une  quelconque  des  puis-  * 
sauces  du  degré  — ^  j  etla  seconde,  une  quelconque  , 

des  puissances  du  degré . 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont 
conjuguées  l'une  à  Tautre ,  lorsque  ces. deux  exprès*  , 
sions  ne  diflerent  entre  elles  que  par  le  signé  d|i  r 
coefficient  de  |/— i.  La  somme  de  deux  semblables 
expressions  est  toujours  réelle ,  ainsi  que  leur  pro- 
duit. En  effet,  les  deux  expressions  imagioàiirei 
conjuguées 

donnent  pour  somme  2  (t ,  et<piôur  ^rodoît  ^f-^^  1 
La  dernière  partie  de  cette  observation  conduit  i' 
un  théorème  relatif  aux  Aombr6&>  et  dont  ?dci 

l'énoncé.  .  ,.  *i 

•Y 
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1  .*'  THÉORfeNE.  Si  fan  muUipUe  tun  par  Vautre 
deux  nombres  entiers  dont  chacun  soit  la  somme 
de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  une  somme 
iè  deux  catris. 

DÉMûNSTRATiay.  Soient 


cc    -4-  ^   f     àu     -4-  & 


les  deux  nombres  entiers  dont  il  s'agit ,  cl* y  ^',  a'*, 
C'*  désignant  des  carrés  parfaits.  On  aura  évidcm- 
ment  les  deux  équations 


et,  en  multipliant' celies-ci  membre  i  membre  y  on 
f  obtiendra  la  suivante 

(7)        (a  VC-)  (cl' VC")  =  (eut  -  CC')  V(<t€'-l.(3L^\ 

Si  Ton  échange  entre  eile.9  dans  cette  dernière  les 
lettres  et'  et  W ,  on  trouvera 

(8)      (*VC*)((t' VC'*)= (AC-«,'e)'-t((i*'-,4C)\ 


n  y  a  donc  en  général  deux  manières  de  décom« 
poser  en  deux  carres  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  dont  chacun  est  ia  sonmie  de  deux  carrés. 
Ainsi,  par  exemple,  on  tire  des  équations  (7)  et  (&) 

On  voit  par  ces  considérations  que  l'emploi  des  ex* 
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■ 
I 

pressions  imaginaires  peut  être  d'une  grande  utilité» 
Uon-$cuIcment  dans  ialgèbre  ordinaire,  mais  encox?, 
dans  ia  théorie  des  nombres. 

Quelquefois  on  représente  une  expre^ion  imtti< 
ginaire  par  une  seuie  lettre.  C'est  un  artifice  qui 
augmente  les  ressources  de  l'analyse ,  et  dont  nous 
ferons  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 


§.  2.^  Sur  les  Modules  des  Expressions  imaginailpesy 
et  sur  les  Expression^  réduites. 

Une  propriété  remarquable  de  toute  eispression 
imaginaire  et  -h  C  j/— T ,  c'est  de  pouvoir^  se  mettre 
sous  k  fonrie 

P  (coa.  6  -H  |/— »  sin.  6)  , 

f  désignant  une  quantité  positive ,  et  6  un  arc  réel. 
En  efiet,  si  Ion  pose  f  équation  symbolique 

(l)  çt/-+-fe|/— I  z=j9(cos.  9-+-  }/— I  sîn.  9)  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  les  deux  équations! 
réelles 

on  en  tirera  • 

CL*.-*-  G*  =  p*(cos,*  9-4-  5W1.*  9)  =J»-*=j 

.    (3),     /■=/(--'.-^,^);    . 
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eC,  après  àvok*  ainsi  déterminé  la  valeur  du  nombre 
^ y  il  ne  restera,  pour  vérifia  eomplétement  les 
équation  (a)*  qu'à  trouver  un  arc  ô  dont  le  cosinus 
et  le  sinus  soient  respectivement 

(4)      ,^-®=7r=^^^"^* 


in.  6  = 


«n 


•(«*-^^*) 


»  \  • 


Ce  dernier  problème  est  toujours  soluble ,  attendu 

que  çlMicune  des  quantités  ^^J'^^.^  ,  Vi^'^-^^n 
a  une  valeur  numérique  inférieure  à  lunité ,  et  que 
ia  somme  de  ieurs  carrés  est  égale  à  i .  De  plus , 
il  admet  une  infinité  de  solutions  différentes ,  puis- 
qa'iy>rès  avoir  calculé  une  valeur  convenable  de 
farc  6  on  pourra  »  sans  changer  ni  le  sinus  ni  le 
cosinus,  apgmenter  ou  diminuer  cet  arc  d*un  nombre 
quelconque  de  circonférences. 

Lorsque  l'expression  imaginaire  ct-^-Qy/^  se 
trouve  ramenée  à  la  forme 

p  (cos.  9  -H  y^— I  sîn.  9)  , 

la  quantité  positive  f  est  ce  qu'on  appelle  le  module 
de   cette  expression    imaginaire  ;  et  ce  qui  reste 
ajprès  .la  j^iippres^on  du  module,  c'est- à*  dire,  le. 
Sicteur 

COS.  9  ->•  y^— I  sin.  9  , 

est  ce  que  nous  nommerons  l'expression  réduite. 
Comme  des  quantités  et  et  t  supposées  connues 
on  ne  déduit  pour  le  module  j^  qu'une  valeur  unique 


I 
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déterminée  par  f équation  (3),  il  en  résulte  que  ïe 
module  reste  le  même  pour  deux  expressions  îma- 
ginnîres  égaies.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant. 

I  .*'  Théorème:  L'égalité  de  deux  expressions 
imaginaires  entraîne  toujours  légalité  des  modules , 
et  par  conséquent  celle  des  expressions  réduites. 

Si  I  on  compare  entre  elles  deux  expressions  ima- 
ginaires conjuguées,  on  trouvera  encore  que  leurs 
modules  sont  égaux.  Le  carré  du  module  conàmun 
à  ces  deux  expressions  ne  sera  autre  chose  que  ieur 
produit. 

Lorsque  dans  Texpression  imaginaire  flt-H€|/^ 
le  second  terme  Ç>  s'évanouit,  cette  exjHres^od  se 
réduit  à  une  quantité  réelle  ot.  Dans  ta  niéme  hy« 
pothèse,  on  tire  des  équations  (3)  et  (4)»  i  /i  quand 
ce  est  positif, 

/  =  /(*■*). 

;.  9  ;=  I  ,      sin,  9  =  0, 


COS. 


et  par  suite 

'k  désignant  un  nombre  entier  quelconque;   2/, 
quand  «c  est  négatif , 

COS.  0  3=  —  I  ,      «n.  8  ==  o 

et  par  suite 
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Ainsi  le  module  cTune  quantité  réeHe  et  n*est  autre 
chose  que  sa  valeur  numérique  y^(flt^)  ;  et  Texpres- 
sion  réduite  qui  correspond  à  une  semblable  quan- 
tité est  toujours  -♦-  i  ou  —  i  ,  savoir , 

iorsqu  il  s'agit  d'une  quantité  positive ,  et 


—  I  :::;=cos,(db  2^-H  1 .7r)-i-|/— i  sin. (± 2  ^-t-I .TT), 

lorsqu'il  s'agit  d'une  quantité  négative. 

Toute  expression  imaginaire  qui  a  zéro  pour  mo- 
dule se  réduit  elle-même  à  zéro^  puisque  ses  deux 
termes  s'évanouissent.  Réciproquement,  comme  le 
cosinus  et  le  sinus  d'un  arc  ne  deviennent  jamais 
nuls  en  même  temps ,  il  en  résulte  qu'une  expression 
imaginaire  ne  peut  se  réduire  à  zéro ,  qu'autant  que 
son  module  s'évanouit. 

Toute  expression  imaginaire  qui  ft  Funité  pour 
module  est  nécessairement  une  expression  réduite. 
Ainsi ,  par  exemple , 

— *  coi.  ir— |/— i-fin.  a ,  —  coi.  a  -h  y^— «  •».  a , 

sont  quatre  expressions  réduites  conjuguées  deux  à 
deux.  Effectivement,  pour  tirer  ces  quatre  expres- 
sions de  la.  formule 

COS.  9  -+•  y'— I  sin.  6  » 


ii  suffira  de  poser  successivement 

ô=rd=(2/t-Hl)7rH-tf;    6  =  ±(2A-i-i)7r— a, 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  calculs  relatifs  aux  expressions  imaginaires 
pouvant  être  simplifiés  par  ia  considération  des 
expressions  réduites,  il  importe  de  faire  connaître 
les  principales  propriétés  de  ces  dernières.  Ces  pro- 
priétés, sont  comprises  dans  les  théorèmes  que  je 
vais  énoncer.  ' 

a.^  Théorème.  Pour  multiplier  tuneptar  f  autre 
deux  expressions  réduites 

COS.  8  H-  |/— I  sin.  9  ,     COS.  9'  H-  }/-^  sîn.  6' , 

U  suffit  d'ajouter  les  arcs  6  ^*  9  '  ftd  leur  carres^ 
pondent. 

DÉMONSTRATION.  On  a,  cn  effet, 

1(cos.  9-fc-y^— I  sin.  9)  (cos.  9'-fc-'j/-^siii9') 
=  cos.  (9  -H  9')  -*-  y^— I  |{in.  (9  -+•  a). 

CoRVî^LAiRE.  Si  dans  ia  formule  précédente 
on  fait  9'  :ï=—  9 ,  oin  trouvera ,  comme  ou  .dey  fût  ^y 

attendre , 

'  ..  ^ 

(6)      (  cQs.  9  -+-  |/^i^Hi.  9)  (cos.  9 — |/— i  sin.  9)=  I  • 

3  /  Théorème.  Pour  multiplier  les  unes  par  les 
autres  plusieurs  e,75pr.essiom  réduites 


1/*  PAOTW*  CBAP*  Vil.  18T 

COS.  fl*  -+-  "^-^«in.  9*  ,    &C. . .  •  , 

f/  sûjffit  Rajouter  les  arcs  9 ,  9 V  6"  »  •  •  •  ywi  /«if 
torrespondent 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  on  aura  successî- 
rement 

(cos,  9  -♦-  y^— «  sin.  9)  (cos.  9'  -H  j/— i  sin.  9'  ) 

^  ■      *  *  '  • 

=  COS.  (9  -i-  9')  -H  y^— I  sin.  (9  -♦-  9') , 
(cos.9-H|/--iAin.9)  (ços.9'h-|/— i«in.9')(oos.9"-rH|/— i»in,9'') 
=[cos.(9H-9')-Hy'— isîn.(9-H9')]  rcos.9"-i-y^— isin.9"]  ■ 
=  COS.  (9 -H  9'  -f-9")-i-|/— I  sin.  (9-*- 9* -4- 9") ,  . 

&c. ...  ;  et ,  en  continuant  de  même ,  on  trouvera 
généralement ,  quei  que  soit  le  nombre  des  arcs ,  9 , 

y       V        •    •    0  •   • 

I.  (co5p9-H\/^sin-9)  (cos.j'-*-|/lIITsin.9')  (cos.9"-f-|/irT  sin.J") . . . 

C^/^^LZ^//^J?•  Si  l'on  développe  par  la  multi- 
plication immédiate  le  premier  membre  de  lequa- 
^ii  (7)v:ÎP  développement  se  composera  de  deux 
pKtiesv  i'ufie  to^te  çéelle,  l  autre  ayant  pour  facteur 
çCf  re  C  v^^-  Cel|i  posé ,  la  partie  réelle  fournira  la 
valeur  4^  ^o»-  (6-t4'Hh9" ...  ),  et  le  coeiltcient  de  /-^ 
dans  Ia^secon4c  partie  la  valeur- de  sin..^ÔH-9'H-ô"...). 
Suppo9onâ ,  par  exemple ,  que  l  on  considère  seule- 
ibetiiitçcris  iroa  9,9',  9":  L'^é^j^ioh  {y}  deviendra 


ft,  après  avoir  développé  le  premier  memlm  de 
eette  dernière  par  ia  multiplication  iJgébrique ,  on 
en  conclura 

COS.  (  g  ^  g'  .f.  g"  )  ss  COS.  0  COS.  0'  cot.  ("  —  COS.  g  si»,  ff  sin.  t" 

<—  8ii|.  g  COS.  gfxsin.  g"  —  sin.  g  sû^.  (f  cos.  g" , 

•m.  (  9  -4-  g*  -H  g')  ==  sin.  g  co».  g'  cos.  g" -H  cos.  g  sin.  g'  cos.  f 

H"  cos.  g  COS.  g'  sin.  g"  —  sin.  g  sin.  g'  sin.  g". 

4.*  ThéorèMB.  Pour  diviser  l'expression  ré- 
duite 

»  COS.  6  -4-  |/-^siii  9 

par  la  suivante 

'    COS.  8'  -4-  i/^  sin.  6'  , 

•  '         ;  ...  .     * 

il  suffit  de  retrancher  l'arc  9\  ç'wi  correspond  h  la 
seconde ,  de  l'arc  6  correspondant  a  la  première.    ^ 

DÉMONSTRATION.  Soit  X  le  quotîent  cherché, 
en  sorte  qii'ott  ait 

cas.  9  "4-  |/^  si»,  g 


COS. 


Ce  quotient  devra  être  une  nouvelle  esyt^^s^on 
imaginaire  téUement  choisie ,  qu'en  ta  multipliant 
par  cos.ô'n-y'-^  sin.ô'  on  reproduise  cos.6-4-t/— t  sia.ft. 
En  d  autres  termes  9  x  devra* satiftfiûre  à  réqatttiott  ^ 

(  COS.  S'  -H-  "j/— I  sin  ô'  )  J?  =  cos,  9  -H  j/—!  sin.  8. 

Pour  tirer  de  cette. jéq|wtioii  lavaleur /de.ar>  â.iuP- 
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.        ■       .  ■      l'      ■  •  ■  . 

fin  de  Buildplief  les  deux  membres  par 

cot.  6'  -—  -j/r-i  lia.  6'. 

On  réduira  de  cette  manière  le  coefficient  de  .r  ft 
Tunité  [v4>yez  le  a/  théwème ,  MroUaire  i  ]|  et  Fon 
trouvera 

X  =::.(odf .  fl  -H  y^Jiin.  6  )  (cof.  6'—  |/^  §b.  o  ) 
=  COS. (0 -ô') -t- i/^iin. (S  -  Ô'). 

On  aura  donc  en  définitive 

Corollaire.  Si  dans •  Téquation  (8)  on  fait 
0  =  o ,  elle  donnera  . 

( o)  .;      ' —  .    j  =  90t.  6'  —  v^— I  fin.  fi', 

5.*  Théorème.  Pour  élever  t expression  imagi- 
noire 

.COi.  ô  ^  '^—1  MB.  0 

àlajndêsafiçedu  degré  m  (m  désigmmi  un  nrnnbre 
entier  quelconque) ,  il  suffit  de  multiplier  dans  cette 
expression  tare  i  par  le  nombre  «. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  lès  arcs 4,  6',  O*... 
pouvant  être  quelconques  daps  la  formule  (7),  m 
on  les  suppose  tous  égaux  à  farc  6  et  en  Qombre  m, 
on  trouvera 

(10)         («W.dl-9^«ia.Q)*=MI.Md-»-^illM»^, 
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successivement  d=^«/  ôd^— ^^y  4nt  obtiendra  les 
^etix.,$uiyaiites :  -,    .'    ..  ..,■*-..     :..  .,,;  :.  .  .,o 

(l  l){       '  _  _  ..^    ' 

1    (  C08.  J5  —  |/— X  sin.  z  )"  =  C08.  mz-^  y/— i  sinr:  «»:     '  *  * 

Le  préntiér  rtlëmbre  dé  c^àcicine  dé  Ces  dtÈMiîèrt», 
étant:  t^Hijour^  u|i  j^coduit  de;  2»  fac^efiifs  é^ux  ^ 
pourra  être  développé  par  la  muitiplic^fution  immé- 
diate de  ces  iacteursr,  ou ,  ce  q'urrevrerit  aii  inéme, 
par  ia  foi:muie  de  Newtoa:  Sîv  èîipèstîTwrieâectiiét^ 
déyei^ppement  dont  il  s'agit ,  on  égale  4^  P^^  ^^ 
één&e  dkhsncHai^iië'é({dftï?olf,  f .*^  Tés'partîes  réeUés, 
«.•;  les  coeffiçiens  de/^^  o»  eu, çcwctufR ,. 

'  '  t  • 

COS.  m^=cos.*'z ^ — i-^  COS.     *z  sm.*:^ 

1 .2 

H ï il — :il — U.  ecisJ^:tmït.^:S^—  &LC:i. , 

U2)l.  "'f-^'^    .  .  ... 

«^    r  «n.  m^  =^  —  cos.'^'^z  sin.z 

I  .2.  j 


COS.  2i  =^  C9?//5  -^sin.*  >5  ^       -  

sin.  35  =  3  COS.*.? sin. ^  —  sin.^:S, 

^^'.:.;.x«^      ■'■■;    '■■/?;:  :.T. *j^;Mii&  ;i— N(-i-d,aoo)         ([c:) 
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6.^  Théorème.  Pour  ékvêf  fixpres^km  {ma- 
ginaire 

COS.  ô-4->/^*l.d  ^ 

à  la  puissance  du  degré  — m  (ni  désignant  un 
nombre'  entier  quelconque) ,  il  suffit  de  multiplier 
dans  cette  expression  tare  9  par  le  degré  —  fi. 

DÈMÛprsT RATION.  En  effet,  cPaprès  fa  definî-J 
fîoii  que  nëùs  avons  donnée  des  puissances  ué^\ 
tîves  [voyez  le  §.  i  ] ,  on  aura 

(cos.  9  -H  i/^  sin.  S)"*  =  -7 ;;-- ^. .    '     '^ 


I  I  . 


àt  suite ,  en  ayant  égard  à  la  formule  (9) ,  on  &ou- 

>     •     .1 
vera 

(13)     (cotiH-/^fiin.6)*^=€K)fl.f»ô— l/^sm.mô)  : 
ou  ,■  ce  qîjî  revient  à»  même  y  :'     - 

(l  4)   (cos.9-i-ï/^sin J)~'"= cos.(--m9)H-|/^sin.(-H5^ 

Àprès^  a^ôîr  etubii^,  -édiMii#  iiôus'  TdAôii'ii^^  dé-iè^ 
faire ,  les  principales  propriétés  des  expressiiWte-  ré*^ 
duites,.  il  4evient-&ciie  de  multiplier  ou  de.xlivker 
l'une  par  l'autre  deux  ou  plusieurs  expressions  iipa- 
girïsiit''és ,.  qùëfs  que  soient  ièufs  modulés /aussi  tiiea 
que  d  élever  une  expression  jmagmaire  qu!eIconque 
ii  fa  pliissànéé  du  dè^é  w  ôii  — m  (m  désignant 
un  nombre  entier).  On  peut,  en  éïFef,  exéfcutér'' 
rffapréhièfW  ces  dîVcriés^pérttttonsrà^f^ 
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7/  Théorème.  Pour  obtenir  le  produit  de  deux 
ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires ,  il  suffit 
de  multiplier  le  produit  des  expressions  réduites 
qui  leur  correspondent  par  le  produit  des  modules. 

Dèmoi^straTWN.  Le  théorème  énoncé  se  dé- 
duit immédiatement  de  ce  principe,  que  le  produit 
de  plusieurs  facteurs  réels  ou  imaginaires  reste  le 
même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie.  Soient 
effectivement 

plusieurs  expressions  imaginaires ,  dont  /  9  /'»  /'^  • — 
désignent  les  modules.  -Lorsqu'on  voudra  multiplier 
entre  elles  ces  expressions  dont  chacune  est  le  pro- 
duit d'un  module  par  une  expression  réduite ,  on 
pourra ,  en  vertu  du  principe  qu'on  vient  de  rappe- 
ler ,  former ,  d'une  paît,  le  produit  de  tous  les  mo- 
dules ,  de  l'autre ,  celui  de  toutes  les  expressions  ré- 
duites, puis  multiplier  ces  deux  derniers  produits 
Fun  par  l'autre.  On  trouvera  de  cette  knanière  pour 
résultat  définitif 

CûROLLAiRE  //''  Le  produit  de  plusieurs  expres- 
sions imaginaires  est  une  nouvelle  expression -ima- 
ginaire qui  a  pour  module  le  produit  des  modules, 
de  toutes  les  autres. 

Corollaire  2/  Comme  une  expression  imagi- . 
naire  ne  s'évanouit  iamais  qu'avec  son  module,,  et 
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que  pour  faire  évanouir  le  produit  de  plusfeurs  mo- 
dules,  il  faut  nécessairement  supposer  Tun  deux 
réduit  à  zéro  i  ii  est  dair  qy'on  peut  tirer  du  théo* 
rème  7/  la  conclusion  suivante  : 

Ije  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  expressions 
imaginaires  ne  peut  s'évanouir  qu'autant  que  tune 
belles  se  réduit  à  zéro. 

8/THéORÈllE.  Pour  obtenir  le  quçUeht  de  deux 
expressions  imaginaires,  il  suffit  de  multiplier  le 
quotient  des  expressions  réduites  qui  leur  corres' 
pondent  par  le  quotient  des  modules. 

DÉMONSTRATION.  Supposons  quii  s'agisse  dç 
diviser  l'expression  imaginaire 

p  (  COS.  9  -♦-  |/—  I  sin.  fl^  , 

dont  le  module  est  f  y  par  la  suivante 

y  (  COS.  8'  -*-  "j/-^  sîn.  6'  )  , 

dont  le  module  est  f\  Si  fon  désigne  par  x  le 
quotient  demandé  »  x  devra  être  une  nouvelle  ex* 
pression  imaginaire  propre  à  vérifier  f  équation 

^'(cos.g'-Hj/— isui.6')j?  =r^(cos.0-Hy^^sîn.6)« 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x,  on  inul« 
tipliera  les  deux  membres  par  le  produit  des  deux 
fiicteurs 

-V  t    cos-  ^'  —  1/-^  ain.  a  ; 

et  fon  larouvem  de  ciette  majuire  »  en  éonvant.  -A 

TOM.  1.  N 


au  lieu  de  /  X  --;. , 


^Sf:  -^  [çps,(«^fi')^»/:77«n.(e-rf')3. 

On  aura  donc  en  dernjérç  analyse , 
çi^  puisqu'eR  ^ertai  du  4*^  tbéorème 

iîttS.  (v  —  p') -h-y^^sin.  (6 -r- 6') 

est  précisément  le  quotient  des  deux  ejqpressions 
Déduites 


cos 


.  6  -H  )/—  I  sin.  9  ,    COS.  9  '  -+-  |/—  1  sin.  9' , 


ïl  est  clair  qu après  avoir  établi  la  formule  (i6) 
nous  devons  considérer  le  '8.*  théorème  comme 
démontré. 

Corollaire.  Sî  d^s  I egîiatj^a  ( 1 6 )  «n  fait 
0  =  0,  die  donnera 

(17^  '  : \  ■*:■'■. -UT  ■—  ',■>■■  3=:— ^(cos.9' — t/^sin.8'\ 
\    //        j>  (cos. Ô  +y^— 'I  sm. d  j  j)    \  »^  / 

9.^  Théorème.  Pour  obtenir  la  m  J"'  puissance 
d'une- expression  imaginaire  (m  désignant  nn 
nombre  entier  quelconque),  it  suffît  de  muftipHer 
la  mJ^*  puissance  de  l'expression  réduitc^eorrà' 
pondante  par  la  mJ^*  puissance  du  mùdule. 

DÉMONSTRATION.  En  effet ,  si  dans'Ie  7.*  théo- 


f"  (cos.  6^-H  )/—  I  fin.  6^ ,   &c. ,  .  . . 

toutes  égales  entre  elles ,  et  en  nombre  m ,  leur 
prodikit  sent  éqimr^Ieiit  à  la  piÂisaflcé  m^^  de  ta 
première,  c'est -ài^ifire 9  à 

et,  comme  dans  cette  hypothèse  Texpression  (i  j) 
deviendra 


on  aura  définitivement 

(l  8)  (/(co$.ft-H/=7sini)]'T=/''[co$.m9^-/-^ 

L  expression  féduite 

COS.  1710  H-  y'^-i  sîn. w9 
étant  égqie  (en  vertu  du  5.*  théorème)  à 

il  en  résulte  qu'après  avoir  établi  la  formule  (i  8)  on 
doit  considérer  le  théorème  o.^  copiiq^  dpmQntré. 

imaginaire  à  la  puissance  du  degré  -7'fi  (m  jif^i-^ 
gnant  un  nombre  entier) ,  il  suffit  de  former  les 
puissances  ssmblphle^  du  module  Mt  de.  t^^ppreà^ion 
réduite ,  puis  de  muitipUûr  câf  JklUt  dêniAw 
puiâfaticês  tune  par  iaMxB. 


N* 


/ 


r 
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d  élever  à  Tfr  |>i»ssaiice  du  degré  —  m  rexpre$sioii 
imaginaire 

..   '  -/  (ços.  0  7*-  >/--ïsiii.  9)  I 

dont  le  module  œt^.  On  aura,  en  vertu  de  ia  dé* 
finition  des  puissances  négatives ,  :.- 

r  P  (co8.6  -♦-  i/!^sui.  ô)l"^  ";=  -r — >  ■     .  . — y— 1-. — rriir 
^  i-J    \  '^  /J  [i>(cos.  J-i-i/— 1  fin.  8)  J" 


j?"  (co«.  mfl-f- ^— 1  sin.  wifl) 

Par  suite, , en  ayant  égard  à  lit  formule  (17)  »  on 
trouvera 

...  .       ■  ^ 

{/(cos.ÔH-y^  «n.  6)]^=  4r  [çoi.»îô— /=7,»in,TO6] , 

ou,  ce  qui  revient  au  même  ,<^  /.    •.   ..  • 

(  *  9)  IX^og,Ô4^>/^jm.6)]f ^==^"f [cos.lwô-;|^ 

Cette  dernière  formule  réunijeà  lequation  (i^) fpur- 
nit  la  démonstratipp  complète  du  1 0/  théorème. 


5.  3.*  Sur  les  Racines  réelles  ou  imaginaires  des  deux 

quantités  •4-  i ,  —  i  ,  ef  sUr  leurs  Puissances  ^frac- 

tiMnai¥és.  •       ^  •'  ^     ";  .  ''■■';  '•' 

•       t  .        ,  ■ 

.  -  •  •    ■  I  ■  »     • 
■^      ^ .  -  »  •         .  . .  ij  k. ,     . 

Supposcmt^que  fon  .désigne  .par  m  et  n  .dëm: 

nombi^  e&tieirs  premiers  entre  -  eux.  Si  fcln  fiùt 

usage  des  notations  adoptées  daqs  ie  premiier  pâra^ 
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AU  niètde  9  $efs  puissances-  du  degré -^  seroât  ié$ 
diverses  valeurs  de  Texpression       .      •  '  ' 

et  de  même ,  les  puissances  fractionnaires  4e  Tunité , 
positives  ou  négatives ,  du  degré  —,  ou  —  — ,  seront 
les  diverses  videurs  de 

((if    oa<(Op.. 

On  en  conclura  que ,  pour  déterminer  ces  racines 
et  ces  puissances ,  il  suffit  dé  résoudre ,  Puh  àjJrès 
f  autre,  les  trois  prob^ginés  sùivans.  -       ^  ^ } 

il"  PRûBLËBfB.  'Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  t expression  *  "' 

■   W-    ■    ""      - 

SoWTïON.  Soit  X  Tune  de  ces  valeurs;  et;  afinr 
de  la  présenter  sous .  la  forme  générale  qui  com- 
prend à-Ia-fois  toutes  ies  quantités  réelles  et  toutes 
les  expressions  imagi^^aires ,  supposons      ' 

^r  =:  r(cos*  ^-H  -j/— I  sin.  ^)»     . 

•  •   ■  ....  :       ■  \ 

t  désigQaQt  une  quantité  positive,  et  /  un  arc  réel. 

On  aura ,  a  après  la  définition  mémie  de  lexpres-' 

'  "1  '    i    •  ••■■■..«■ 

(i)  ar"=i,  •'■-M'-     ■ 

OU  y  ce  qui  revient  au  méiiie  , 


Oé  tirera. dé  dette  dttmère  énfàmtioo^k  ftàde  du 

théorème  x.",  §.  2] 


n 

r   =  i  , 
COS.  nt  •+■  1/— «  «in.  n  /  =  I  ; 

et  par  suite, 


J!t  j^oprqêpntBLDt  uu  nombre  entier  quelconque*  Les 
quantités  r  et  /  étant  ainsi. déterminées,  les  diverse» 
valeurs  dç  4?  propres  à.yérint^  I équation  (i)  ^ront 
évidemment  comprises  dans  la  formule 


kTT    .  ,       j .         a  ArT 


^2  j  X  =  COS. a;:  j/^—  i  sin. 

I 
En  d'aitttrèiS  terihés,  les  diverse»  TaleriM  de  l^t))" 

seront  donnée  par  féquatiôn 

(j)       ((  I ))  "  itB  c»s. -^-jj^  db  y'^. tf ^^ 

Soit  maintôhàht  A  I^  nombre  efifîer  le  plus  rap- 
ptoôhé  du  nipport  — .  La  différence  ëiitré  les  deùx^ 

nombres  A^  — ,  sera  tout  au  plus  égale  à  —  ;  en 
sorte  qu'on  aura 


—  =  A  ifc  ---  , 


/•' 


—  désignant  nnê  fraction  égaie  on. inférieure  à  — , 
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ef  pttr^^ujte/  A'  un  ncimbfe  entier  rafiWeul^  du  tout 
au  pius  égal  à  — .  On  en  conclura 


*▼      w.^.    V.      l^T  .  .'    . 


ifiÉ"  2  A*7f  sfcl  , 


f<  fi 


-  ■  —   ^ 1      M>M  X ■         O^M     *   I — !■       »X  •      a>Mh  


cof.  — : — dr-t/— I  sin.  -^  ■=:cos.''       ■   dii/— i  sin. 
»  '^  n  »  '^ 


n 


Par  conséquent ,  toutes  les  valeurs  de  ^  f  ^  "  s<»Ottt 
comprises  dans  la  formulç 

COS.  it  y— i  sin.  »  • 


«  Ton  y  suppose  ^'  renfermé  entre  les  limites  o, 
^j  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  dans  la  fornluie 

(3),  si  Ton  y  suppose  Â-  renfermé  entre  tes  mêmes 

limites. 

■  II..  **    ■        ' 

Corollaire  //''  Lorsque  n  est  pair,  les  diverses 
valeurs  que  le  nombre  entier  k  peut  .cecevcnr-^  sans 

sortir  des  lîniites  o,  -^  ^  «ont  rietfp^cCiMmeni    « 


O  ,    I  ,    2  y  •  /•  ■'    *^  "    , 


a        •       a 


Pouûf  chacune  de  ces  valeurs  de  k,  la  foi*muîe(3) 

fournit  en  général  deuY'Valèur^'  iiûtiâ)^airté  coa^ 

I 

guées  de  l'expression  {(  0)  "  »  tfest-  à  -  dire  »  deux 
racines  imaginaires  de  limité  con  ju|;uées,et  du^d^^gré 
n.  Seulement,  on  trouve ,  pour  k—o^  uij^^cipe 

réelle  -h*  i ,  et^  pour  ^  =; — 1  une  autre  racine  réelle 
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*-*  1.  Eo  résmoéf  Iwsque  n  est  pair,  Texpremon 

admet  deux  yaleurs  réelles,  savoir ^ 

avec  n  —  2  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à 
deux^  savoir, 


'  I  ■ 


COS. Hy  — isin. ,   oos. — i/— i»in. , 

... 

■.    '  - 

&<:.•*••  &c 

-  * 

^os.  ■■  -h/—»  *"*•    '  • .  COS.  — y---i  sip. . . 

Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  '  imagi^ 
haires  est  égal  k  n. 

Supposons,  par  exemple,  n  =  2.  On  trouvera 
qu'il  existe  deux  valeurs  de  Texpresaioa 

OU ,  ce  qui  revient  au  même,  deux  VA{e^I:ç  de  ^ 
èt'tjùe  éëi  Vàlëtws',  tbàtës'dfeuk  réelles',  jsoiit  rè»^» 


H-^i  '^  t  â»  i*  ■-''  4  • 


tivetaezft 


I.V  PARTIE,   CHAP-   VU.  .201 

Supposons  encore  n=:4*  On  trouvera  qu'il  existe 
quatre  valeurs  de  Texpression 


*    • . . 


ou  y  ce  qui  revient  au  même ,  quatre  valeurs  de  x 
propres  à  vérifiei"  f  équation 


"i  '.•  :"•*.■       * 


.r*  =   I. 
Parmi  ces  quatre  vaieurii  deux  Sont  réeiies,  savoir  $ 

-H  I  ,     —  I. 

Les  deux  autres  sont  imaginaires ,  et  respectivement 
égdes  la  première  à  | 


COS. 

a 

-*-  y^—  isin. 

a 

— 

H- 

v^» 

la  seconde,  à 

■  - 

■ 

« 

COS. 

• 

1 

a 

-^  |/—  i  siA. 

a 

= 

t  ■ 

•  ^      • 


Corollaire  2/  Lorsque  n  est  impau* ,  les  di- 
verses  valeurs  que  le  nombre  entier  k  peut*  rjBce- 

voir ,  sans  sortir  des  limites  o ,  — ,  sont  respecti- 
vement 

O  ,      I  )     2  *  .  «  •  ;    y  .    ■.T.»  :      »      ^    .  ••» 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  k,  là  fornaufe^(^) 
fournit  en  générai  deux  valeurs  imaginaires  con- 

X 

fuguëes  d^  f  expression  ((i))(\  c'est -*  à  -  dïi>p ,  deujp 
racines  imaginaires  de  i^unité  conjuguç^  et-  du 


dégrt  n.  Séttlcittént,  on  tfoûve,  portii^  Ai^d,  «ne 
racine  unique  et  réetie,  savoir,  -*- 1.  En  féiâmé; 
lorsque  n  est  impair ,  lexpression 

iO)" 

admet ,  avec  la  seule  Vcdrâi^  réélIé 

n-^  I  râleurs  imaginaires  dmjugueeé  deux  à  deux  ^ 

savoir, 

# 

ITT  .• .  ITT.  IT  y .         .%Tr 


^  V^* 


4^        / —  .      4^  4^        y-^  .      4*" 


< —  '       t"  1"  y    7  • 

eos. -^= h-v— isin. ,    cos.  —  —  v— isin. 

(5)  ^  xv 

COI.  i— — i — h^^tin.  ^  ,  COS.  ^^— -i /z;  ait.  i*---i».. 

Le  nombre  total  de  ces  talefurs  réeHes  oti  imagi- 
naires est  égal  à,  n.  * 
"Supposons,  par  exemple,  n  =  3.   Oh  trouvera 
qui!  existe  tVoîs  valeurs  de  l'expression 


*  ê  m 

-  f  ■ 


((0)'. 

ou ,  ce  qui  revient  a»-  même  i-  tFols  valeurs  de  s: 
propres  à  vérifier  leq^uation  ^    , 


^^'srf  i:  ; .  -J  ; 


et  que  CCS  Valeurs,  dont  ùrië  èsf  réelle,  scHirt  1%** 
pfîctîyeifient 


-♦-  I 


f 


IX           M —  .       2ir                xvr          s —  ,       2T 
«os, -4-  y — I  sin, ,    cm. y  — i  sm. .  • 

De  plus ,  le  cdté  de  rtiexàgoûé  étant ,  conmie  dil 
sait ,  égai  au  rayon ,  et  le  supplément  dé  Tare  sous- 

tendu  par  ce  côté  ayant  pour  mesure  -^ — ,  on 

obtiendra  facilement  les  équations 


r 


2X                ï          ,        ax                  j  * 
Cos.  "■    ■  —  •—  —  •    sm.  — —  —  •+" « 

3  *  3  - 

en  tertu  dêsqtielies  fe^  valeurs  iùiaginaîres  de  Tex- 

pfe^rfon  ^ij)  Vse  réduisent  à 

»  1  *     ' 

I  ^r        j I  3*         y 

a  ,     r  '  X  a     ^ 

CORâLLAtAÈ  j.'  n  désîgiiatit  un  iiombré  entier 
quelconque ,  le  tfombre  des  valeurs  soit  réelles ,  soit 

imaginaires ,  de  Fexpression  ((  i  ))  "  >  ^^  »  ^^  4^^  ^^" 
vient  au  même,  le  nombre  des  valeurs  de  x,  propres 
î  vérifiei*  Téquation  x*  :=z  i ,  restera  toujours  égal 
a  n. 

2.*  Problème.   Trouver  tes  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  fiBxpression 


vt 


■  -  t' 

Solution.  Les  nombres  m  et  »  étant  supporès 
premiers  entre  eux ,  on  aura ,  d'après  la  définition 

m 


i04  COUilS'î)'AtîàLYaE;'  » 


-.-•  m 


.((0)"  =  [«0)'l 

puis,  en  remettant  pour  ((i))"  sa  vaîéur  généraie 
tirée  d^  l'équation  (3),  an  trouvera  .   .  i    . . 

((0)    =[cos.-jp-zfc>/:rTsin,-;j— J     , 


et  par  suite , 


m 


m.ik'JT     .      j         .       m.i^T 


(6)      ((.))^=eos.^î4iî^d:/ir7.i„.^ 

Pour  déduire  de.  cette  dernière  formuler  toutes  les 


'm 


valeurs  de  ((  i  ))  "  »  il  nq-  reste  (ju'à  donner  successi? 
vement  à  k  toutes  les  valeurs  entières  comprises 

entre  o  et  — .  Soient  k'  ;  k''  deux'  de  ces  valeurs 
supposées  inégales.  ,<][|S  dis  que  {ejs.çpçinu^     .   • 


COS.   ■  '  j       COS. 


«  n 


seront  nécessairement  différens  Tun  de  Fautre.  En 
efïêi,  ces  cosinus  ne  pourraient  devenir  .égaux  que 
dans  le  cas  6û  les  arcs  qui  leuir  correspondent  se- 
raient liés  entre  eux  par  une  équatiop  de  la  forme 

m,ik'T  ,  ,      »  ,     m. a^"T 

— . —  s=  ztah'Tr  db  '  V  .  ,i.  •,'.-' 

h  désignant  un  nombre. entier.  Ôr  on  tire  de  cette 
équation 

¥1  ^^^  !  .?■'''  ''?  .  .        »    •  1  .    - .  : 

Il  faudrait  donc ,  puisque  0  ^t.  fvqvmt  9if^y  t}ue 
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dtÂ'zhk"  fût  divisible  par  n;  ce  qu'on  ne  saurait 
admettre,  attendu  que,  ies  nombres  k' ,  k"  étant 
inégaux,  et  chacun  deux  ne  pouvant  surpasser  ^n, 
leur  somme  ou  différence  est  nécessairement  infé- 
rieure à  n.  Ainsi,  deux  valeurs  différentes  de  k  com- 
prises  entre  les  limites  o  et  -n  fournissent  deux 
valeurs  différentes  de 


m.2  At 
COS.    - 


n 


m 
n 


On  conclut  aisément  de  cette  remarque,  que  les 

valeurs  réelles  oii  imaginaires  de  l'expreâsron  ((i)) 

tkmnées  pm*  {'équation  (6  )  sont  en  même  nombre 

-i- 
que  les   valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ((  i  ))  * 

déterminées  par  lequation  (3).  De  plus,  comme 

on  a  évidemment 


[in  .  z  kTT      .       s .        m  .  2  i  ir  1 
COS. r—  zfc  1/—  I  siir. I 
n                ^                          »         J 

=  COS.  m.^kTC  it:  y/^ àin,m.  7.k7C 


n 


ti" 


m 


il  en  résulte  que  toute  valeur  de  ((i))  "  est  unie  pçr 
pression  réelle  ou  imaginaire  dont  la  puissance  n 
équivaut  à  l'unité ,  par  conséquent ,  une  valeur  de 

ff  i))  " .  Ce^  observations  conduisent  à  la  formule     , 

(7)    .     {(0)"-((0)". 

dans  laquelle  le  signe  ±=  indique  seulement  que 
l'une  des  valeurs  du  premier  membre  est  toujours 
égale  à  f  une  de^  valeurs  du  second. 


ftO0  COURS  p'AWi^LYSE. 

.    3/  PmofiLBME.   Trouver  Us  diverses  vaîwrs 
téelles  ou  wiaginaires  de  t expression 

puissances  négatives, 

m 


¥li 


m     ». 


m 


puis,  m  rçiwttwi  pwr  ((ji))  "  »  v^tew  ^HM^yr 

tonte  d0  Tiépiatî^Q  (6) ,  ?t  i^y^nt  ^afll  k  h  (^ 
Swie  (^)  du  paragraphe  précédant  ^^ 


M.  tir 


(8)  (( i))       =  COS.  **^  ^  cp  j/^  8Îa« 

II  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  4i^ierses 

m 

Valeurs  de  ((  i  ))    "  sont  fes  j^eiD9s  q»?  çeUes  de 

m  ■  I 

((t))  " ,  et  par  conséquent  égales  à  celles  de  ((f]j)  " . 
On  a  donc 


m 


{9)  «   '«  ((']!"> 

le  signe  =  devant  être  int^prèté  comme  dans  ¥i^ 
quation  (y).  ,  >, 

CoROLL4iRE,  Si  Ton  fait  m  s=  x ,  {%  formjile  ^o^ 
donnera 

r 


SiqppOsoAB  maiateisiaBt  4^^  f  oa  eterch^  Jeu  n- 

cines  et  puissances  fractionoairei  1109  plus  49 
f  unité ,  mais  de  la  quantité  —  1 .  Les  racines  «.*"' 
de  cette  quantité ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  se& 

puissances  du'  degré  -^ ,  seront  les  diverses  valeurs 

de  l'expression 

et  de  inéme ,  les  puissances  fractionnaires  de  —  r , 
positives  ou  négatives  ,  du  degré  —,  ou  —  —  , 
seront  les  diverses  valeurs  de 


m 
n 


En  çenséqueiice,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces 
puissances ,  il  suffira  de  résoudre  Tun  après  f  aétre 
les  trois  nouveaux  problèmes  que  je  vais  énoncer. 

4,*  Pu o BLÊMIS.   Trouver  les  divers^  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  V expression 

Solution.  Soit 

f  une  de  ces  valeurs ,  r  désignant  une  quantité  po- 
àitnre^  et  t  un  arc  réel.  Oh  aura,  d'après  la  défi* 

niâon  même  de  Fexpression  ((—  i  ))  " , 

<ii)  i?*  =  —  I  , 

Wif  ee  qui  revient  au  même, 


ioé  eou'RS  d'analyse. 

On  tirera  dé  cette  dernière  équation  |[à  Taide  du 
théorème  I.",  S.  4]  - 


r    —   i  ^ 


.     COS.  nfrf^'yÇT  sin.  !»<==:•-*  I  j 
et  par  suite  , 

n  ' 


k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  r  et  f  étant  ainsi  déterminées,  ies  di* 
Tersfs  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  Féquatiop  ( 1 1) 
se  trouveront  évidemment  comprises  dans  la  for- 
mule 


-(ï2)        :c  =  cos. -^-^ — 

>    >  I 

En  d'autres  termes ,  les  diverses  valeurs  de  ((—  i))  * 
seront  données  par  i  équation 

(^3)     (HO)    =  COS.  \    ^        d-/-i  sm.  ^     ^'    . 

Soit  maintenant  h  le  npmbre  entier  le  plus  rappro* 
ché  du  rapport  -^— — — .  La  diSerence  entre  lea 

*■  •>  in  ;..,.-  ■         ' 

deux  nombres  h ,  '-^— : — --  sera  évidemment  une 

^  in 

fraction  de  numérateur .  impair ,  inférieure:  oa  tout 
au  plus  égale  à  —  ;  en  sorte  qu'on  aura 
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(»*+.)      _t.i_     (»*>■)  '   ■■'   ■ 


an  a  ft 


2  ^  '  + 1  désignant  un  nombre  impair  égal  6u  mfi^ 
rieur  à  n.  On  en  conclura 

(aA-f.i)y ^ ^    (ar-4-t)y 

-=:27l*7rzc  .^^ 

»  n  '     •. 

I 

«  s 

COS.  -^ ' —  ±  V— I  sm.  -^—         ^ 


n    •  •  • 


=^co8.  -^ i— -  32  1/— '  «n*    ^  ■^' 


«  '^ .  n 


Pttr  conséquent  toutes  les  vdeui%  de  ((-—i))  '  seront 
comprises  dans  la  formule  ;. 

Il  ^  Il        ■         ' 

û  Ton  y  suppose  2  ^  '-h  i  renfermé  entre  les  limites 
o ,  n;  ou  y  ce  qui  revient  au  même ,  dans  la  for« 
mule  (13),  si  f on  y  suppose  2i^-f-i  rénfernié  entre 
le^  mêmes  limites. 

CoRQLLAif^Eiy  Loirsque  n  est  pair,  1^9  diverses 
valeurs  que  2  ^  -*-  i  peut  recevoir ,  sans  sortir  des 
limites  o ,  n,  sont  respectivement  ' 


*'^    I  >   3  >   .5  »  •  •  •  •  '^  ~  '  • 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2  ^-f- 1  ,  la  io/t^ 
muIé  (13)  fournit  iDujoiû*s  deux  valeurs  imaginaires 

conjuguées   de  l'expression  ((  —  i  ))  " .  Par  suite , 
cette  expression  ji  diuas  iexa^  que  nous  considérons 
TOM.  I.  0 
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ici  9  n'admet  point  de  valeurs  réelles ,  mais  Seule- 
ment n  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux , 


COS. H  V  — I  sm.  — ,    COS. y  —  i  sin.  — , 

COS. \r  1/ — I  sin.  ■^—  ,    COS.  ^ Ir  ""•  «m.  ^— , 

coa.    ^■■■■■4'y— -iWff»'       >'  •-»  ooo»     ■         — y^— .i im.--^ . 

n.  n  n         '  " 

:   SHppo^onSf  |>ar:  eakioipiè»  ft:^^^.  On  trouveri 

qu'il  existe  deux  valeurs  de  f  expression  ((—  i  ))  '*  ', 
ou ,  ce  ^pi  revient  au  Rjénpie  ^^  deux  valeurç^  de  a: 
proprés  à  vérifier  Féquatiôn 


a:*  =  —  I 


i  ' 


,  :> 


et  que  ces  valeurs  »  toutes  deux  imaginaires  i  soAt 
respectivement 


-        •  -  lïOf.  — ^  -H  V  — I  SIQ.  ==  H-  tX— I 


t  .  .       il    js  ■'• 

COS, 


;. .l/— «  sin.  ?—  =:  —  >/^.  - 

Supposons  encore  '^X2  4-  On  verAi  <^uil  existe 

quatre  valeurs,  de  Texpréssion  ((—  î  ))*  ,  Wi'cii 
d'autres  teri^e^  /  quatre  valeurs'déor  propres  à  yé« 
rifiçr  i'équation.  . 
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et  qae  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  daqs  ies 
deux  formules 


«os«  -T—  3=  V— 1  tm.  — -  , 


COS.  -^  d:  y— I  sm.  —  ,. 

4  4  * 


oa^  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  seule  formule 


4  4 


Comme  on  a  d'ailleurs 


tjf  7  1 

cof.  —  =  sin.  —  =  -r-Ti — , 
4  .     4  vî 


on  trouvera  définitivemetit 


'a*  a* 


— I. 


Corollaire  2/  Lorsque  n  est  impair,  les  di- 
verses valeurs  que  2^-+- 1-  peut  recevoir  sans  sortir 
des  limites  o  et  n,  sont  respectiyement     ,     .     . 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2  ^  -♦- 1 ,  la  for- 
mule (13)  fournit  en  général  deux  valeurs  imagi- 

naires  conjuguées  de  Texpression  i((—  i  ))  " ,  c'est-à- 
dire  y  deux  racines  imaginaires  de  —  i  conjuguées 
et  du  degré*  w.  Seiïfemént  on  frouve ,  pour  2^-1- 1  =zn, 

une  racine  unique  et  réelie,  savoir,  — .1.  £n>fé- 

'•'■"''■■  i 

suméy  lorsque  n  est  impair,  Texpressioti  ((-«^i))'^' 

admet ,  avec  la  sçule  valeur  réelle 

■  -*.      »  «  I   ■  ..•-■*■ 


I 


212  COURS  d'analyse. 

n —  I  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux , 
savoir , 

COS. H  y— i.sm.^ — •    eos.  —  —  |/— i  sin,  — , 


.  ^_ j.  - — I-  V  — I  na.  ^^— ,    COS.  ^ y — i  sm.  ^^—  * 


cos, 


OlC  •-  •  •   '  OLv.  •  •  • 


COS. 


rH^ITIiiB.     •    ■ — ,  COS.  — y^  sin. 


Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires est  égal  A  n.     • 

Supposons,  par  exemple ,  ^  =  3.  On  trouvera 

■■  ■  •  ■■  '   i_ 

qu'il  existe  trois  valeurs  de  Fexpression  ((  —  i  ))  ^  , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  trois  valeurs  de  or 
propres  à  vérifier  lequation      ... 

•      •  ar^  =  —  I  ,     ' 

et  que  cesTafeurs,  dont  une  est  réelle,  sont  res- 
pectivement   V 


T  y .         T  1  3 


2 


COS. H  y  — i-sin.  —  = h  -^^ —  y — i  , 

;.    .        £    .     -         ./    .       .. 

COS. :  y  — I  sin.  —  =  — ^  -? ^^ —  y—i  • 

Corollaire  j/  n  désignant  uil  nombre  entier 
quelconque ,"  le  nombre  des  valeurs ,  soit  réelles , 

'•  -  •  -i  ■•  -    - .  -M 

\i  imaginaires ,  tle  l'expression  ((—  i  ))  " ,  ou ,  ce  qui 
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revient  au  même ,  le  nombre  des  valeurs  de  x 
propres  à  vérifier  I équation  x^:=. —  i,  restera  tou- 
*jours  égal  à  n. 

5.*  Problème.   Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  l'expression 


m 


((-0)"- 

Solution-  Les  nombres  m  et  n  étant  supposés 
premiers  entre  eux ,  on  aura ,  d'après  la  définition 

'  m 

même  de  Fexpression  ((—  i  ))  "  > 

((-,)):=[((-.))*]"; . 

puis,  en  remettant  pour  ((— i))  "  sa  valeur  générale 
tirée  de  lequation  (13),  on  trouvera 

(16)     ((-i))"=co3.     \        dzyT^sm.     \    '   , 
Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  toutes  les 


m 


vdeurs  de  (( —  i  ))  " ,  ii  ne  reste  qu  a  donner  successi- 
vement à  zk-h  I  toutes  les  valeurs  entières  et  impaires 
comprises  entre  o  et  n.  Soient  2  â:'  -h  i  ,  2  â:'  -t-  i , 
deux  de  ces  valeurs  supposées  inégales.  Je  dis  que 
ies  cosinus 

m(2^'-4-i)T                  m(2  it"-4- i)?r 
COS. r  >    cos« — > 

seront  nécessairement  différens  l'un  de  l'autre.  Eii 
«fiet ,  ces  cosinus  ne  pourraient  devenir  égaux  que 
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^ans  le  ca»  où  les  arcs  qui  leur  correspondent  se^ 
raient  liés  entre  eux  par  une  équation  de  la  forme 


«1(2  X'-+- O^        _.        I  ,     fii.Ci/*-4-  Qy 

'  =3:  2  ATT  ±  — ■     ' 


>         r 


A  désignant  tin  nombre  entier.  Or  »  on  tire  de  cette 
équation 

II  faudrait  donc ,  puisque  m  est  premier  an,  qlie  le 
nombre  entier 


V . 


fût  divisible  par  n  ;  ce  qu'on  ne  saurait  admettre  f 
attendu  que,  les  nombres  ik'-^-  i,  2^"-*-  i  étapt 
inégaux,  et  chacun  deux  ne  pouvant  surpasser  n^ 
leur  demi-somme^  et  à  plus  forte  raison  leur  demi* 
diÔerence,  est  nécessairement  inférieure  à  n.  Ainsi 
deux  valeurs  différentes  de  2^-*-i  comprises  entre 
les  limites  o  et  n  fournissent  deux  valeurs  diffé- 
rentes  de 

m(2  k-^  i)T 


COS. 


n 


On  conclut  aisément  de  cette  remarque  que  les  vk* 

leurs  réelles  ou  imaginaires  de  l'expression  {(—  i  ))  ' 
données  par  l'équation  (16)  sont  au  nombre  de  n, 

comme  celles  de  ({ i  ))  "  et  de  ((— '  »  )i)  "  •  Pe  pï*»  * 
comme  on  a  évidemmcat  . 
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COS.  — ^ : — ' —  ±  |/-:i  iin.  — ^ —  j 

=  cwi.m{7fk'^  i)7C  dty^  sïn.  m(2^-H  l)7r 

m 

il  en  résulte  que  toute  valeur  de  ((— ^i  J  '  est  une  ex* 
pression  réelle  ou  imaginaire  dont  la  puissance  n.^^ 
équivaut  à  d=  i ,   par  conséquent ,  une'  valeur  d^ 

^  I  ))  "  ou  de  ((—  I  ))  " .  Cette  remarque  conduit  à 
lequation 


m 


(17)  ((-0)"  =  ((0)% 

toutes  les  fois  que  (—1)'"=  i  j  c est-à-dire,  toutes 
les  fois  que  m  est  un  nombre  pair  ;  et  à  ia  suivante 


m 


(.18)         ^-1))- =  ((_,))  ^ 

lorsque  (—  i)'*  =  —  i ,  c'est-à-dire,  lorsque  m  est 
un  nombre  impair.  Ajoutons  que  Ton  peut  com- 
prendre les  équations  (17)  et  (18)  dans  une  seule 
formule ,  en  écrivant 


m 


09)      ((-o)"=(((-rr- 

6.*  Problème.    Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  F  expression 


m 


((-0)  ". 

Solution.  On  aura ,  d'après  k  définition  des 
puissances  négatives ,  *  . 
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m 


«-»  "  -  ¥%' 


fA 


puis,  eu  remettant  pour  ((— i))  "  sa  valeur  générale 
tirée  de  l'équation  (  1 6  ) ,  et  ayant  égard  à  la  for- 
mule (9)  du  paragraphe  précédent, 

(20)     ((-l))        =co»..^  ^       =FT/^«n.    ^  ,   '    • 

H  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  diverses 

■m 

valeurs  de  ((^  i  ))    "  sont  les  mêmes  que  celles  de 

m 

((i))  \  On  aura  en  .Conséquence 


m 


(21)         ((— i))  .  "  3=  ((i))  " ,  si  m  est  pair ,  et 


m  I 


(22)         ((— 0)    "  =  ((~0)"»  ^^  ^*  ^^*  impair. 

A  la  place  des  deux  formules  qui  précèdent ,  ort 
peut  se  contenter  d  écrire  la  suivante  , 


m 


(^3)     ((-0)  "=((Hrr' 

Corollaire.  Si  l'on  fait  w=i ,  la  formule 

(23)  donnera 

(24)    ■((-ir"=^((-i))"- 

En  terminant  ce  paragraphe ,  nous  ferons  remar* 
quer  que  les  équations  (3),  (6),  (8),  (13),  (16)  et 
(20)^  à  l'aidé  desquelles  on  détermine  les  Viedeurs 
des  compressions 
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((0)%    W.    ((0) 


m 
n 


m  m 


((-0)'.  (H))".  (M) 

pavent  être  remplacées  par  deux  formules.  Eth 
effet,  si  Ton  désigne  par  a  une  quantité  positive, ou, 

négative  dont  la  valeur  numérique  soit   fractiop- 
naire,  la  valeur  de  ((i))''  déterminée  par  féquation 

(3),  (6)  ou  (8)  sera  évidemment 

(^5)       ([i)y  ^=  COS.  2k a7r±:y<^  sin.zk aTT  j 

tandis  que  la  valeur  de  ((  —  i  ]f  déterminée  par  Fé- 
quation (13);  (16)  ou  (20)  sera 

(2  6)    ((—  I  ))'*=îcos.(2^-H  I  )a7r±:'/^  sïn.(2^-H  1  )a7tr. 

Dans  les  deux    formules  précédentes ,   Ton  peut 
prendre  pour  k  un  nombre  entier  quelconque. 


i*Mi 


5.  4.*  Sur  les  Racines  des  expressions  imaginaires ,  et 
9ur  leurs  Puissances  fractionnaires  et  irrationnelles* 

Soit 

et   -^    G  |/-^i 

une  expressjlon  imaginaire  quelconque.  On  pourra 
toujours  trouver  [  voyez  le  §.  2  ]  une  valeur  posi- 
tive de  f  et  une  infinité  de  valeurs  réelles  de  ô 
propres  à  vérifier  lequation 


tl9  couus  d'aKajltse.  '  ' 

Cela  posé ,  concevons  que  l'on  désigne  par  m  et  n 
deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux.  Si  ion 
fait  usage  des  notations  adoptées  dans  le  premier  pa-*. 
ragraphe,  les  racines  n.^^^  de  l'expression  àM-^y~i  ^ 
ou ,  ce  !  qui  revient  au  même ,  ses  puissances  duT 

degré  ~  seront  les  diverses  valeurs  de 

et  de  même  ,  les  puissances  fractionnaires  de 
fit  -*-C|/'^ ,  positives  bu  négatives,  du  degré  —,  ou 

—  —,  seront  les  diverses  valeurs  de 

((<t-t-C/:^))"  ou  ((ct-4-€/:^))"". 

En  conséquence ,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces 
puissances ,  il  suffira  de  résoudre  fun  après  Fautre 
les  trois  problèmes  suivans  : 

1.*'  Problème.    Trouver  les  diverses  valeurs 
de  r expression 

Solution.  Soit 

X  "=.  r  (  COS.  f -H  >/— ï  isin.  tj 

Tune  de  ces  valeurs ,  r  désignant  une  quantité  po- 
sitive, et  t  un  arc  réel.  On  aura,  d'après  la  défini- 

tion  même  de  l'expression  ((<tH-Cy^^))% 
(2)        j:''=flt-4*t>/-^=jï>(cos.ÔH-y^-?rsin.  ô^, 
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OU ,  Ce  <}ui  revient  au  même , 

r*  [  COS.  n  f-Hj/— I  sin.  n  *]  =  P  [ cas.  9  -H  |/— »  sin.  0  ]. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  [à  Faide  du 

«       ■ 

cos.nf-f-'j/^sin.  n/.=  cos.0-4-y^--^sin,fl, 

et  par  suite 


cos«n/  =  C0S.6 ,  ain.nt  =  sîn.d  y   Itf  =  9  db  2^  TT , 

r  ^—      ■  « 

^  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  r  et  /  étant  ainsi  déterminées ,  les  diverses 
valeurs  de  a:  propres  à  vérifier  i  équation  (  i  )  seront 
évidemment  comprises  dans  la  formule 

X  =  ^  «  1  COS.  ■■  -^  y^— I  sm. 

=  /-  j^cos.  — -»7/-.sin.-J  ^cos.  — ±/-ism.  — J  , 

OU,  ce  qui  revient  au  mémo,  dans  la  suivante^ 
Eu  d'autres  termes,  l'expression  ((ot^-nC)/^))'*  , 

2. 

aussi  bien  que  ((i))  " ,  admettra  n  vdeurs  différentes 
déterminées  par  f  équation    , 
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Corollaire  i/^  Supposons  n=2.  On  trouvera 
qu'il  existe  deux  valeurs  de  {expression 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  deux  vsdeurs  de  j? 
propres  à  vérifier  Féquation 

07*  =  et -H  C  |/— I  ==  P  (  cos,  ô  H- )/— I  sin,  6  )  y 

et  que  ces  deux  valeurs  sont  comprises  dans  la  formule 

~  /  *  (^— '      "^  V^^  *^°*     )  •  ' 

Corollaire  2/  3upposons  encore  w  =  3 .  On 
trouvera  qu'il  existe  trois  valeurs  de  l'expression 

((ct  +  C/^))^ 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même ,  trois  valeurs  de  ;r 
propres  à  vérifier  l'équation  ^ 

et  que  ces  trois  valeurç  sont  respectivement 

J9  5  ï  COS. H  y  — I  sin.  — J  , 

T    /  9  J/—    .  9  \    /  2T  >—  ^         2T\       ' 

P  5  (  COS. H  1/^—1  sin.  — j  (  COS. ^Y"^}  '^*"*  "s'y 

z=:^  3  (  COS. H-  y^— I  sin.  • 1  , 

A  î  I  COS. \r  y—i  Sin.  —      COS. K  ""'  *'"•  —  I 

=  P  M  COS. H  i/— I  sm. |. 
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Corollaire  ^/  lOupposons  enfin  n  =  4-  Oa 
trouvera  qu  i{  existe  quatre  valeurs  de  l'expression 


■  ■ 


OU,  ce  qui  revient  au  même,  quatre  vdetirs  de  j: 

propres  à  vérifier  1  équation 

^ 

et  que  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  dans  les 
jiellx.form^ies 

±  /  î  [sill.  i-  —  y~l  COS.  |-]. 

2.*  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
Uspreision 

Solution.  Les  nombres  m  et  n  étant  supposés 
premiers  entre  eux ,  on  aura ,  d'après  la  définition 

même  de  l'expression  ((  <tH-  €|/--^.))  " , 


■  »        *  - 


((^^(:^z7))'=.[((ct-HC/:;7))"]^ 

puis,  en  remettant  pour  ((flt.H-Cj/~))"  sa  valeur 
générale  tirée  de  l'équation  (4) ,  on  trouvera    i   ; 


(5).  ({*-^<^/-))".=/"h-T*/^--T]((0)'. 
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Corollaire  //'  Si  dans  féquatîon  (y)  on 

m  t 

remet  pour  {(i))  *  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (6) 
î  §•  3  •**  ]  »  ^^  obtiendra  ia  suivante , 

,xv       ,,       ^, ,,VL         î?r       wiCQifciAx)      , .    m(i±:2hry] 


m 

M 


3/  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
texpressUnt  ^, 

((ct-t-C/^)) 

Solution.  On  aura,  d'après  ladéânittofirmèiiaù 
des  puissances  négatives , 


m      f 


«*-hf|/=rJ^ 


puis,  en  remettaiiA  pour  ((ct-^€><C7))"  s«  valeur 
tirée  de  Téquation  (  6  ) ,  et  ayant  égard  à  ia  for^ 
mule  (17)  du  deuxième  paragraphe^  on  trouvera 

([« -t-C/HT))     «  =  j>     »  j  COS.  -^2 i-^— sin.— i2 -'.  | 

.*j,    .|.*o..--/=T«n.aj[^co..-_:p/=r««._j-J,. 

ou,  en  d'auti^  termes , 

(7)     (!*-Hrv^""-^"-[co..^->/=ï-,iB.!^](j,5)-'^. 

Corollaire  i."  Si  l'on  &it  »i=:i ,  Féquation  (7) 
donnera  * 

(8)   é*-t-fv^)"^«j'*'*[«*--|:-/=ï«i"^-J*]<ï'r"--  • 
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^^près  avoir  fixé,  comme  on  vient  de  le  faire, 
les  diverses  valeurs  des  quatre  expressions 


m 


((*-HC/^f .  ((«c-HCy^r. 


m 


((*-hC/::T))   ^    ((«.^C/=7))'% 

on  reconnaîtra  s^ms  peine  que  Jes  équations  (4), 
(5),  (8)  et  (7),  à  l'aide  desquelles  on  détermine  ces 
valeurs ,  peuvent  être  remplacées  par  une  seule  for* 
mule.  Si  Fpn  représente  par  a  une  quantité  positive 
ou  négatiye  dont  la  valeur  numérique  soit  .fraction* 
naire ,  la  formule  dont  il  s'agit  sera 

(9)       ((cW-C/^))-  =/  [cos.aô-H|/^sîn.aô]((i))'. 

Dans  les  calculs  qui  précèdent ,  f  désigne  tou* 
jours  le  module  de  l'expressioa  imaginaire  ct+C)/^, 
c'est-à-dire,  la  quantité  positive  y^(ct* -»- C* ) ,  et  Ô 
Fun  quelconque  des  ai^cs  propres  à  vérifier  l'équa* 
tion  (  I  ) ,  ou ,.  ce  qui  revient  au  même ,  les  équa- 
tions (4)  du  deuxième  paragraphe ,  savoir ,      ' 


cos 


j  = 


^  ■ 

En  divisant  ces  deiix  dernières  l'une  par  Tatitre/on 
en  conclura 


(l  l)  tang.  ô  = 


Par  suite  i  à  Yca  nomme: ^  le  plus  petit  are^  abirtrac^ 
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tîori  faite  du  signe ,  qui  ait  pour  tangente  — ,  ou , 
en  (f autres  termes,  si  l'on  fait 

(12)  ^=arctang.  —  , 

on  trouvera  .     • 

(13)  ;   tang.  ô  =  tang.  ^. 

Cela  posé ,  il  deviendra  facile  d'introduire  au  lieu  de 
farc  ô  j  dans  les  diverses  formules  rapportées  plus 
haut,  farc^V dont  la  valeur  est  complètement  dé- 
temiinée.  On  y  parviendra  en  effet  par  les  considé- 
rations suivantes.' 

Lies  arcs  ^  ^t}  ayant  la  même  tangente,  auront 
aussi ,  abstraction  faite  du  signe ,  le  même  sinus  et 
iè  même  cosinus;  et  comme  d'ailleurs  réqilaticfn(i3) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


BÎn.  9     _^__     sin.  1^ 

C09.  0  CO8.  Ç      * 


il  est  clair  que  pour  y  satisfaire ,  on  devra  poser  eu 
inême  temps  ou 

(l  4)  COS.  0  =  COS.  (f  ,    sin*.  0  ==  sin.  r*, 

ou  bien 

(l  5)    .        cos:  0  :=  —  COS.  Q  ,     sin.  0  =  —  sin  Q. 

De  plus ,  la  valeur  de  cos.  ô  déterminée,  par  la  pre»- 
mière  des  équations  (10)  étant  évidemment  de 
même  signe  que  et ,  tandis  que  l'arc  ^  compris  entre 

les  iiniites  —  — ,   h ,    a  toujours   un   cosinus 
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po^f ,  3  en  résulte  que  des  équations  {.i^  ^  (^  5) 
iesdeux  premières  subsisteront,  si  ot  est  positif,  et 
les  deux  dernières ,  ai  <t  est  négatif.  Voyons  main- 
tenant à  quoi  se  réduisent  dans  ces  deux  hypolliàses 
les  formules  (i)  et  (5). 

Si  d'abord  on  suppose  <t  positif,  les  équations  (  1  o) 
pourront  être  remplacées  par  les  équations  (  1 4  )  î 
ef  fon  déduira  de  celles-ci  une  infinité  dé  valeurâ  dé 
6,  parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  la  suivante'*- 

Lorsqu'on  fait  usage  de  cette  valeur ,  les  formules(i) 
et  (9)  deviennent  respectivement 

■ 

►  (ly)  cc-hC|/'^=^(cos.QH->/— i«n.  Q  , 

(1 8)       ((ot-i-C/-^)y==/(co8.«^-4-/:^iin.€2^((l))'. 

Si  Foii  suppose  en  second  lieu  et  négatif,  les  équa-. 
tions  (10)  pourront  être  remplacées  par  les  équa- 
tions, (i  5)9  desquelles  on  déduira,  entre  autres  va- 
leurs de  0 , 

(19)       ,         G  =  ^H-7r. 

Par  suite ,  on  pourra,  dans  cette  hypothèse,  aux  for« 
mules  (i)  et  (9)  substituer  celles  qui  suivent, 

(20)         OHrQ  )/— I  =  — f  (  COS.  ^-4-  ^— i-wn.  ^) , 

(21)/  =:j>^[co8.  (a{-l-flT)-H/ZTMn.(aÇ-4-aT)]gi5* 

a=  j)**  (co».a(-+-/^sin.a^)  (cos.aT-h/ZTïsin.aT)  ^i))*. 

Si  Ton  fait  en  partici«{ier  a^-^C -/^  »  —  i  >  c'est* 
TOM.  1.  P 
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et  la  formule  (21)  deviènd» 

(a  a)      ^— i))'o=(oo«.a7r-»-}/^8tii.fl'?r)(j(iJ)f. 
Q  en  k^mUo  qu^cm  aurit  générilement  digctf  fbjfpo* 


(23)  ((ct^.C/^)y==:/(cos.a^^/^sm.a^((r^l))-. 

En  réunissant  aux  formules  (17),  (18),  (20)  et 
(23)  les  équations  (25)  et  (26)  du  3/  paragraphe, 
oa  olftiei^dra  ct^mtiveaient  les  conciusion&  bi^ 

vantes. 

Soit  «t-»-  C  ]/^  Une  expression  imaginaire  quel- 
eonque ,  a  une  quantité  positive  ou  négative  dont 
ta  vfdeup  numérique  soit  fractionnaire ,  et  k  un 
nombre  entier  choisi  aphitrairement.  Si  Ton  feit  1  de 
plus , 

(24)  ^  = /(ct*H- €•) ,    J  =  arc  tang.  i- , 

on  ai^A  t  pour  des  valeurs  positives  de  ic  ^ 

et*  Hi- €y^^  =^  («os.  ^-H  |/^sîii.  ^  , 

(25){  ((«tH-C/:::7))'=/(cos.a^H-/=7sin.aO (^i))', 
[(1))'  ==  COS.  2^a7r  ±  -/^  sin.  2^«7r  ;' 

çt  I  pour  des  val«tui:>  oégatiy^  de^  a  , 
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AH- C -/-^  =  — /  (cog.  ^H- /-7 8În.  ^  , 

(26)  {i<t^cy^^)r=f  (cos.a|^/r7sin.aj)  (j-i])- ,; 

((—  I  ))' =cos.(2^-4- 1  .€r7r)±y^  «11.(2^^-1  .am-y 

On  doit  ajouter  que ,  si  Ton  désigne  par  n  le  déno- 
minateur de  la  fmction  la  plus  simple  qui  repré- 
sente la  valeur  numérique  de  a^  ;2  sera  précisément 
le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  chacune  des 
expressions 

et  que ,  pour  déduire  ces  mêmes  valeurs  des  for- 
mules (25)  et  (26)*,  il  suffira  Jy  substituer  succes- 
sivement,  au  lieu  de  2^  et  de  2^-4-1 ,  tous  les 
nombres  entiers  qui  ne  sortent  pas  des  limites  ù 
et  n. 

^  la  Valeur  numérique  de  a  devenait  irration- 
nelle j  cHacune  des  expressions  réduites 

COS.  2  A:  a TT  zt  )/— I  siû.  zkaTT  f 


COS. (2Ar-Hi.a7r)=fc:  |/— i «10.(2^4- i.aTr) , 

aundt  un  nombre  indéfini  de  valeurs  correspon- 
dantes aux  diverses  valeurs  entières  de  ^  ;  et ,  par 
suite  9  on  ne  pourrait  plus  admettre  dans  le  calcul 
les  notations 

à  moins  de  considérer  chacune  Jelles  comme  propre 
à  représenter  une  infinité  ^'^xprcEssîons  imaginaires 
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distinctes  les  unes  des  autres.  Pour  éviter  cet  iiicon- 
vénient,  nous  n  emploierons  jamais  les  notations 
dont  il  s'agit  que  dans  ie  cas  où  ia  valeur  nukné- 
ijque  de  a  sera  fractionnaire. 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  ((  i  )y ,  il  en  est  une 
toujours  réelle  et  positive,  savoir,  -*-  i  ,  que  Ion 
indique  par  la  notation  (i^  ou  i''^  en  faisant  usage 
de  parenthèses  simples  ^  ou  même  les  supprimant 
entièrement.  Si  I  on  substitue  cette  valeur  particu- 
lière de  ((i)y  dans  la  seconde  des  équations  (25), 
on  obtiendra  une  valeur  correspondante  de 

que  l'analogie  nous  porte  à  indiquer,  à  l'aide  de 
parenthèses  simples,  par  la  notation 

Cest  ce  que  nous  ferons  désormais. .  Par  suite ,  on 
aura,  en  supposant  et  positif,  et  les  quantités  p, 
^  déterminées  par  les  équations  (24) , 

(27)        (<XH-C/^)*  =f  (cos.  «(^-H  y^\  sîh.  a^.  . 

Çîette  dernière  équation  ayant  lieu  toutes  les  fois 
que  la  valeur  numérique  de  a  est  entière  ou  frac- 
tionnaire ,  l'analogie  nous  conduit  encore  à  la  con- 
sidérer comme  vraie  dans  le  cas  où  cette  valeur 
numérique  devient  irrationnelle.  £n  conséquence , 
nous  conviendrons  de  désigner  par 
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le  produit  y>'  [cîo».  a^  ^  -/^  «in.  «^  ] ,  dans  le 
cas  où  et  sera  positif ,  quelle  que  soit  la  valeur  réeiiè 
attribuée  à  la  quantité  a.  En  d'autres  termes ,  si 
Ton  désigne  par  ^  un  arc  compris  entre  les  limites 

,  -4-  — ,  on  aura ,  quel  que  soit  a ,    • 


i  dans  l'équation  précédente  on  fait  f=ij  eile 
deviendra 

(28)         (co«.  Q-H  |/— I  sin.  q)"*  =  cos.a^-*-! }/— 1  sinuï^. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  semblable 
aux  équations  (lo)  et  (14)  du  2.*  paragraphe,  avec 
cette  seule  différence  qu'elle  subsiste  uniquement 
pour  des  valeurs  de  ^comprises  entre  les  limites 

—  — ,  -H  — ,  tandis  que  les  équations  dont  il  s'agit 

s'étendent  à  des  valeurs  quelconques  de  ô. 

Lorsque  la  quantité  et  devient  négative,  on  ne 
voit  plus,  même  en  supposant  fractionnaire  la  valeur 
numérique  de  a ,  quelle  est  celle  des  valeurs  de 
Fexpression  ((ct-HCv/-^))*  que  l'on  pourrait  distin- 
guer des  autres  et  désigner  par  la  notation 

Mais  alors,  — «t  étant  une  quantité  positive,  il  est 
facile  d'établir,  pour  des  valeurs  quelconques  de  a^ 
la  formule 

(2p)         (— fit— S  j/-^)"*  =/''  (cos.  a  (^-H  }/^  sïqmÇ). 
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Noos  terminerons  ee  para^pbe  en  faisant  ob- 
.serrer  que ,  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de 
a  devient  fractionnaire ,  les  formules  (27)  et  (29) 
réduisent  les  équations  (18)  et  (  23  )  i  cefies  qin 
suivent , 

(30)  ^  ((ct-+-c/^))' =  («t-^e/^)' ((i))s 

(3 1)      ((cc-^-C/^))'  =  (-ct-C/^)'  ((-i))S 

Téquation  (30)  ayant  lieu  seulement  pour  des  va- 
leurs positives  de  la  quantité  et ,  et  lequatîon  ( j  i) 
pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité. 


5.  5/   Applications  des  principes  établis  dans  les 

paragraphes  préeédens. 

* 

Nous  allons  aqipliquer  ies  principes  établis  dans 
les  précédens  paragraphes  à  la  résolution  de  trois 
problèmes  sur  les  sinus  et  cosinus. 

1.*'  Problème.  Transfoimer  sin.  mz  et  cos.  mz 
(m  désig^nant  un  nombre  entier  quelconque^  en  un 
polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascenr 
dan  te  s  et  entières  de  sin.  z,  ou  du  moins  en  un 

m 

produit  foi^mé  par  la  multiplication  d'un  semblable 
polynôme  et  de  cos  z. 

Solution.  Lorsque  dans  les  équations  (12)  du 
2.*^  paragraphe  on  remplace  les  puissances  paires 
de  COS.  z  par  des  puissances  entières  de.i — sîb/z, 
ces  équations  deviennent ,  pour  des  valeurs  paires 
de  m  • 
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cm.  fnz  :=: 

1-1.3.4      /•  '  ;  • 

sin.  tnz  =z 
—  (  I  "^  «in'*  ^)  ^"  wn.  Z 

et  y  pour  des  valeurs  impaires  de  m. 


COS.  mz  =z 


•*^         /A.3.4        ■(^•"""•-^)  *  «"i.*^ - &C...J , 

•iil.  mz  =:t 

-{l-sin/^J   »   sin.z--^ ^(l-fin.  z)   *   êinrz 

1  ^  '  1.1.3        ^   ^  ' 

-♦-  &c. . . . 


i  Ton  développé  les  seconds  membres  des  quatre 
formules  précédentes ,  ou  du  moins  les  coefficiens  de 
C08.  z  dans  ces  seconds  membres ,  en  polynômes  or- 
donnés suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  sin. z,  on  trouvera ,  pour  des  valeurs  paires  de  m , 

COi.  mz  =  I f H  — 1  «m.    Z 

/j\I  1.3     V        a. 4  a       a         a.4/ 

I  sm.fHZ  =2 C08.Z  1  — sin.Z ^ ^1 '^-)sm,Z 

^   m(iii-2)(m-4)/(iii-iX't-))  ,,'^'  5  ,|.H^^  1^   ] 


I 

\ 


â3S  couÊâ  d'akaiysë.   / 

et  y  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

1*3        \   2.4  a-    2        24/  J^ 

^A  8in.  77/z  =  — ;Bin.z*— -^^ — r-M H— ism/z 

1  »  ».3     \    *  */ 

^  m(m^iXm-^3)/(»-aX»»-4)  .  »«-a    y^5.3\    .5^ 
—  &C. .  .  • 

Les  équations  (  i  )  et  (2)  coihpreniient  é videmmetit 
la  solution  de  la  question  proposée.  II  ne  reste  plus 
qu'à  ies  présenter  sous  la  forme  la  plus  simple.  Pour 
y  parvenir,  il  suffira  d'observer  que  le  coeflBicient 
de  chaque  puissance  entière  de  sin.  z  renferme  gé- 
néralement une  somme  de  fractions  à  laquelle  l'é- 
quation (5)  du  chapitre  ÎV  [§.  3]  permet  dé  subs- 
tituer une  fraction  unique.  Par  suite  de  cette  réduc- 
tion, les  développemens  de  cos.  mz  et  de  sin.mz 
deviendront ,  pour  des  valeurs  paires  de  ^ ,  . 

COS.  mZ  =  I sin.*.?  -H  ^^ ' ^ /  sîn*  Z 

.  1.2  1.2.3.4 

'  (»H-4)  ('WH-i)  .m.  m  (111^2)  (m-~4)      .     ç  j. 

— ,    .  ^  . Sin.   ^-H&C...  4 

i.2.3.4*5-o  ' 

sin.  mz  =  COS.  ^    —  sitt.  Z ' — ^^ •  sin.  Z 

(4)!  "-'  '-'-' 

I.4.3.4.J  J» 

et ,  pour  des  valeurs  impaires  de  m  ^  * 


f."  .PARTIE.   CHAP.   VU.  233 

cùB.  fnz  =  COS.  z\i  —  -^^ ^ ^  sin.   Z 

I.1.J.4  J 

i»2.3.4.5 

Corollaire  ly  Si  dans  lequation  (3)  on  fait 
successivement 

on  obtiendra  les  suivantes 

cos»  2  z  =  I  -—A  sin.*  Z  p 

COS.  JJ^Z  =:  I  —  8  siii.*Z  -f-  8  sin.    Z  , 

COS.  6  Z  =t  I  —  18  sin.*.5  H-  48  sin.*Z  —  32  sin^^^ 

OilC.  •  •  »  k 

Corollaire  2/  Si  dans  lequation  (6)  on  fait 
l^uccessivement 

m==i,  m  =  3,  w  =  j,  &c. . . . , 

on  eii  tirera  * 

sin.  Z  =3=  sin;  z  ^ 
,  siù.  2  z  =  5  sin.  Z  —  4  sin.    Z  , 

(8){  .  . 

sin.  ^  z=  f  gin.  ^  -^  20  sin.'  ^-4-16  sin/  -8  ^ 
&C. . . ... 
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2.^  Problème.  Transformer  stn.  mz  et  coi.«tr 

(m  désignant  un  nombre  entier  quelconque)  en 

un  polynôme  ordonné  suivant  lespuMances  asten-^ 

dantes  et  entières  de  cos.  z,  ou  du  moins  eti  un 

produit  formé  par  la  multiplication  d^un  semblable 

polynôme  et  de  sm.  z. 

Solution.  Pour  obtenir  ies  fmtiiuks  qui  résol- 
vent la  question  proposée ,  il  suffit  de  remplacer, 
dans  les  équations  (3),  (4)»  (5)  «t  (6),  z  par 

z,  et  d'observer  en  outre  quon  a,  pour  des 

valeurs  paires  de  m  ^ 

COS.  (^^  —  mzj  =  ( —  i)  »  cos,  mz j 

mz]  =  \^ — i)»       sin,  iHz; 

et ,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

COS.  ( mz\  =  ^ —  I  j—T"  sin.  mz  , 

f  mir  \        f  \  ^— ' 

sm.( mz\  =  ^ —  I  j-T"  COS.  mz.    - 

On  trouvera  de  cette  manière ,  si  m  est  un  nombre 
pair, 

( — 1  )  -  COS.7W>3  =  I COS.  >5-t-  ' : coi.  z 

(  \\  -^  I.a.3.4 

(w»4-4)  (m4-2)  m  .m  (m-2)  (>w4)  «-,   .   X?r 

I.2.3.4.J.6 

Hl  J»      sin.W5=sin.z  -.,cos,J5— ^ ^-^ ^cos.^Jï 


— — ;; COS.  i5— ^C..«.  I  , 

1.2. 3.4.;  J' 
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^fji  jn  est  un  nombre  impair  t 

'("){  _^ (^3) (^0 (■>-.) (>-0^^^  _^^  ^    ' 

f— i)-ircos.m^  =  — co«.^— ^^ — COS.  z 

.V         /  I  1.2.3 

i.a.3.4.; 

Corollaire  i^  Si  dans  la  formule  (9)  on  fait 
successivement 

Wî  =  2,    m  :=:z  q  y    m  =^  6  j    &c. .  .  •  9 

t 

on  o&tiêndra  les  suivantes 

—  COS.  25=  I  —  2  COS.*  Z  , 
COS.  Lz-=-\  8  COS.*  Z  -H  8  cos.*Z  , 

(13)/  ^  / 

—  COS.  6z  =  I  —  1  8cos/5-h48cos.*Z — 32COS.  z, 

&c. .  .  . 

Corollaire  2.'  Si  dans  I  équation  (12)  on  fait 
successivement 

771  =  I  ,  w  =  3  ,  w  =  5  ,  &c. . . . , 

•n  en  conclura 


COS.  z     =  COS.  z  p 
—  COS.  3  >8  =  3  COS.  z  —  4  cos,^-^  ^ 
COS.  55  = 
&c.  •  .  . 


(•4),  .        ,        .     , 

^Zz=  <  COS.  z  —  20  COS. ^s  H-  16  cos/Z, 
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3/  Problème.  Exprimer  les  puissances  enHères 
de  nn.  z  et  de  cos.  z  en  fonction  linéaire  des  sinus 
et  cosinus  des  arcs  z,  zx,  ^t,  &c. 

Solution.  On  résout  futilement  ce  problème  > 
en  ayant  égard  aux  propriétés  des  deux  expressions 
imaginaires  conjuguées 

Si  Ton  désigne  la  première  par  u,  et  la  seconde  par 
V,  on  aura 

2  C05.  Z  =  1/  -+-  V  ^ 

2  sin.  Z  j/^  =  M  —  V.  . 

En  élevant  les  deux  membres  de  chacune  des  équa* 
*       tions  précédentes  à  la  puissance  entière  du  degré  m, 
les  divisant  ensuite  par  2  ou  par  2  -/^ ,  puis  efiec- 
tuant  les  réductions  indiquées  par  les  formules 


uv  ^:^  i 


«"-hv*  ti"— v" 


=  COS.  nz  f  — 7=-  =  sm.  nz  , 

dont  les  deux  dernières  subsistent  pour  des  ysJeurs 
entières  quelconques  de  n,  on  trouvera ,  si  m  re- 
présente un  nombre  pair  , 


^^^  *H  m 


2  cos.^Z  =:  cos,  mz  H COS.  (m  —  2.z) 

f^.\J  "H  ^  ■  COS.  (//I — 4-'2)-H&C.,. 

,    m(m-i)...  (^-t-») 
* -*-  7  5 ♦ 
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*  ■ 


(—  I  )  »  2       sin.*j5  =  COS.  niZ  —  —  COS.  (m — 2  jz) 


m  (m —  T  ) 


,    m(«^.)...  (^.n) 
\  '  •  *  •  3  •  •  •  â 

et ,  »  m  représente  un  nombre  impair , 

2         COS.    ^  =  cos.  mZH COS.  (m  —  2.Z) 

(17)/  ^  fn{m^i)  eo«.(w  — 4.z)h-&C., 


1 .2.3..,  — 
m 


„     ,  COS.  Z  , 


««-î        ««, 


(-^l)    a    2        sin.  z  =  sin.W^ sîn.(m — Z.z) 

'    "'^'"""    -sin.(»î  —  4.'^)— &C.. 


1 .2 


1 siii.  z, 

m — I 


ifi(m— i)...  fîîî — ^j 

m— 
1,2.3...  

Corollaire  r/'^  Si  dans  la  formufe  (i  5)  on  fait 
successivement 

m  =  2,m  =  4)  wic=6,  i&c. ..., 
on  en  conclura 

2  cos.*Z  =  coà.2-S-HÏ  I 

8cos.*Z  =  cos.4'5-h'4^®*'^'^"'*3  > 
3 2  cos.^S  =  coi.6z+  6coi.4'^~^I  5  cos.2^-»-ï  O  , 
&C. ... 
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On  arrirerait  aux  mêmes  équations,  si  Foii  cherchait  à 
déduire  des  formules  (13)  les  valeuis  successives  de 

COS.   7»f    COS.   Z  f    COS.  Z  f    OLC.  •  •  • 

en  fonction  linéaire  de 

COS.  2Z,     cos.qZf    COS.  OZy    &C.  ••• 

CûROLLAJRB  2/  Si  dans  k  formule  (16)  cm  înàt 
successivement 

lft=2,    tn  =^  q  ^    111  =  6,    &C. ...  9 

on  obtiendra  les  équations 


—   2sia.*Z  = 


,      .  ,         Ssin.  z  =  cos.qz — ^cos.ZZ-^Z  , 
(20)(  . 

— 32sin.^Z  =  cos.6z — 6cQS.4^-4-I  5cM.2iS — lO 


&C. ... 

que  Ton  pourrait  paiement  déduire  des  formules  (7), 
par  l'élimination  des  quantités 

»ia.* Z,   sÎD.   Z,    sin.^Z,   &C 

COROLIAJRE  }.*  Si  dans  la  formule  (17)  on  ûût 
successivement 

fn=  I,  m  =  3,  «1=5,  &c. . . . , 

on  en  conclura 


COf .  Z  =  COS.  Z  , 
,       .1       ^CO%? Zz=ZCQ%.\Z  -^  \Ol^Z, 

i6cos.^2=::cosi  5  ^ -4-  5  cot.  3 Z -i-  lOcot.Z 
&C.  •  .  . 
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On  MriV€ruC  ânx  mêmes  équations,  si  ton  Aet^ 
cfaait  à  déduire  des  formules  (  i4)  les  valeurs  suc-^ 
de 


eiM.z,   cù^^z,   ea^Jz,  &€.••« 
en  fonction  linéaire  de 

COB.Z,    COS.  3^^    COS.  cz^    &c.  ••• 

Corollaire  ^/  Si  dans  la  formule  (i  8)  on  &it 
successivement 

«=i,  i?i  =  3,  »  =  ^,  &€..;., 

on  obliendm  les  équations 

sin.  Z==  sin.Z  ^ 
.     -  I  —  4*ûi.  -S  ==  sin.î  ^ — ^sin.  Z. 

&C .  •  • 

que  Ton  pourrait  également  déduire  des  formules  (8) 
pgr  l'élimination  des  quantités 

ÈÏu.Z^    êïn.^Z,   tinJz,    &C 


\ 
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CHAPITRE  VIII. 


Des  Variables  et  des  Fonctions  imoffiriaires 


J.  1  .*'  Considérations  générales  sur  les  f^ariiddes 
et  les  Fonctions  imaginaires. 

Lorsqu'on  suppose  variables  les  deux  quantités 
réelles  t^  ^  t^  ^  ou  au  moins  F  une  d'entrq  elles ,  l'ex- 
pression 

u  -+-  v-/^  ' 

est  ce  qu'on  appelle  une  variable  imaginaire.  Si^ 
de  pius ,  la  variable  u  converge  vers  la  limite  U, 
et  la  variable  v  vers  la  limite  V, 

^sera  la  limite  vers  laquelle  converge  Texpression 
imaginaire  m-4-z;)/^. 

Lorsque  les  constantes'  ou  variables  comprises 
dans  une  fonction  donnée,  après  avoir  été  considé- 
rées comme  réelles ,  sont  ensuite  supposées  imagi- 
naires ,  la  notation  à  l'aide  de  laquelle  on  expri- 
mait la  fonction  dont  il  s'agit  ne  peut  être  conservée 
dans  le  calcul  qu'en  vertu  (Je  conventions  nouvelles 
propres  à  fixer  le  sens  de  cette  notation  dans  la 
dernière  hypothèse.  Ainsi ,  pai*  exemple ,  en  vertu 
des  conventions  établies  dans  le  chapitre  précédent , 
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les  vaieurs  des  notations 

a 

c-^x,     a  — j?,     ax ,    — f 

se  trouvehl  complètement  déterminées  dans  le  cas 
où  ia  constante  a  et  la  variable  x  deviennent  ima- 
ginaires. Supposons ,  pour  fixer  les  idées ,  que ,  là 
constante  a  restant  réelle,  la  variable  x  reçoive  la 
valeur  imaginaire 

et  4-  C  |/— I  =z  J>  (cos.  0  -H  |/— I  sin.  6  )  , 

CL ,  Ç>  exprimant  deux  quantités  réelles  qui  peuvent 
être  remplacées  par  le  module  ^  et  Farc  réel  ô. 
On  conclura  du  VII.*^  chapitre  [  §§.  i  et  2]  que  les 
quatre  notations 


a -^  X ,     a^^x,     ux  p    — 


désignent  respectivement  les   quatre   expresHons 
imaginaires 

û-HPcos.G-f-Psin.G.j/^,    a— y>cos.9 — P  sin.9.|/^, 
aPcos.0-H<l^sin.0.|/— I  ,   — C0S.9 sin.w.)/— i  ; 

OU  y  en  d'autres  termes ,  les  suivantes  * 

9,j^-a^^—,,  a^^a^^/ZZ^^,  att^aSy/—, ,  ji^a  -  Ji^  /^  . 

En  générai  on  fixera  sans  difficulté ,  par  le  moyen 

des  principes  établis  dans  le  chapitre  VU,  les  va<^ 

leurs  des  expressions  algébriques  dans  lesquelles 

ToM.  1.  a 


â42  cou  AS  d'analysk 

plusieurs  variables  ou  constantes  îmaginairies  se* 
raient  liées  enti^e  elies  par  les  signes  de  FadditiQn , 
de  la  soustraction ,  de  la  multiplication  ou  de  là 
division  ;  et  Ton  reconnaîtra  sans  peine  que  ces  ex- 
pressions conservent  toutes  fes  propriétés  dont  elles 
jouiraient,  si  les  variables  et  constantes  qui  s'y 
trouvent  comprises  étaient  réelles.  Par  exemple  »  si 
Ton  désigne  par 

plusieurs  variables  soit  réelles,  soit  imaginaires ,  on 
aura ,  dans  tous  les  cas  possibles , 

xy^yx, 
w(^-4-y-k-z-H  ...)  =  i^4f-»-i*y-+-ttz-f-&c... , 

xH-y-l-«-4-&c...  jr  y  j8  <> 

I  .....      I     — —    «!•    .X»    .JLrn    — .    «4^    /vP 


—  X  —  X  —  X  ...  =  — 2 

Il      •   î»  w  tt  f»ic/...  . 


.      VX    V 

I*    "^  I*' 


f 


&c.*. 


Considérons  maiptenant  la  notation 

■  ■       :  x%    ■    ■ 

dans  le  cas  où ,  la  constante  a^  restant  réelle ,  la  vat 
riable  x  obtient  la  valeur  imaginaire 
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Si  Ton  prend  pour  a  une  quantité  dont  ia  valeur 
numérique  soit  un  nombre  entier  m,  cette  même 
notation  y  savoir  » 

aura ,  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  <l  eji 
de  C»  une  signification  précise.  Elle  représentera 
Fexpression  imaginaire 

f"^  COS.  w9  -H/*"  sin.  mô .  |/^  , 

si  a^i-i-m;  et  la  suivante 

.     f"^  COS.  wô  —  f"^  sin.  mô .  -/^ , 

si  €1  =  —  mt  [voyez  le  cha'pître  Vil,  §.  2,  équations 
(18)  et  (19)].  Maïs,  toutes  les  fois  que  la  cons- 
tante a  recevra  une  valeur  numérique  firactionnairo 
ou  irrationnelle ,  la  notation 

n'aura  plus  de  valeur  précise  et  déterminée ,  à  moins 
que  la  partie  réelle  <l  ,d^  Fexpression  imaginaire  x 
ne  soit  positive.  Si  dans  ce  cas  particulier  on  fait 


^  =  arc  tang.  —  , 


Farc  F  restera  compris  entre  les  limites ^ ,  -*-  —  ; 

et ,  en  écrivant  x  au  lieu  de  cl  -h  £  -/^i  dans  le 
4.*  paragraphe  du  VU.*  chapitre  [équations  (17)  et 
(27)],  on  troi^yera 

X  =/  (cos.  ^-i-  |/^  sin.  q)  , 

# 

a 
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en  sorte  que  la  notation  af  désignera  Texpression 
imaginaire 

^'  COS.  fl?  Q  -H  ^*  sin.  tf  Q.  |/--T. 

II  suit  encore  des  conventions  et  des  principes  ci- 
dessus  établis  [cliap.  Vil,  §§.  3  et  4]>  que.,  pour 
une  valeur  numérique  fractionnaire  de  la  constante 
Ufhi  notation 

M' 

représente  à -la- fois  plusieurs  expressions  imagi- 
naires ,  dont  les  valeurs  sont  données  par  les  deux 

formules 

•   *      ■ 

((.r))'  =  .r*  (( i )y ,  (( I )y  =  COS. %ka7C  ±  -/^ sin.2ka7r , 

lorsque  ia  partie  réelle  ce  de  l'expression  imaginaire 
a:  est  positive,  et  par  les  deux  suivantes 

((t-  i)y  =  cos.(2^-+- 1  )a7r  ±  y^  sin.  (2k-^î)a7r  9 

lorsque  la  quantité  et  devient  négative;  [voyez  à  ce 
sujet,  dans  le  4-*  paragraphe  du  chapitre  Vil,  les 
équations  (25)  et  (26)].  La  même  notation  ne  peut 
plus  être  employée  dans  le  cas  où  la  valeur  numé- 
rique de  a  dévient  irrationnelle. 
Les  expressions  de  la  forme 

conservent  les  mêmes  propriétés  pour  des  valeur* 
réelles  et  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  va- 
riable,  tant  que  l'exposant  a  pour  valeur  numérique 
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un  nombre  entier  ;  mais  ces  propriétés  ne  subsistent 
plus  que  sous  certaines  conditions  dans  le  cas  con- 
traire. Soient,  par  exemple, 


plusieurs  expressions  imaginaires ,  qui  se  réduiront 
à  des  quantités  réelles,  si  €,  C'  j  C"  s  évanouissent. 
Désignons,  en  outre,  par  a,  b,  c  . . .  des  quantités 
réelles  quelconques,  dont  les  valeurs  numériques 
soient  fractionnaires  ou  irrationnelles,  et  par  m, 
m',  tn* ...  plusieurs  nombres  entiers.  On  aura  cons- 
tamment, en  vertu  des.  principes  établis  dans  le  WL.* 
chapitre, 


V""**       ^wT"*»'        ,W-W*  «.^       ,u~W"'W*— f»*«  .  » 


ï 


I  .  I    •         ■ 


(3) 


des  nombres  m,  m,  m",  ^ ,  devant  être  affecté  da  même  sign« 
dans  les  deux  membref  }  ; 

4?*"  •  y*  :.  ^''' r=  (  ^  y  ^  ....')*  , 


(4) 


{a:")-'"  =  (x-'")"'    =  ar-"*'. 
On  trouvera  au  contraire  que  des  trois  formides 

(5)  *'ar'j?'-'-  =  X**'*' ••'•',     .. 

(6)  «*y*a*...  =  (*y«..:.)% 
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(7)  (^')'  =  ^'*> 

la  première  subsiste  iini<]ueiilent  toutes  les  io\%  que 
la  partie  réelle  cl  de  Fexpression  imaginaire  x  est 
positivé;  la  seconde,  toutes^fes  fdfè  que,  et,  et',  et*  .,. 
étaot  positifs,  la  somme 

arc  tang.  -—  -4-  arc  tang.  --7-  H-  arc  tang.  •— tt  H-  . . . 

i'este  comprise  entre  lés  limites  —  — ,  h —  ;  et  la 

dernière,  toutes  les  fois  que,  et  étant  positif,  ie  pro- 
duit 

C  "  ' 

a  .  arc  tang.  —  .      .*. 

est  compris  entre  ces  mêmes  liliikes. 

Les  conventions  fiadtes  dans  le  VU.*  chapitre  ne 
suffisent  pas  encore  pour  fixer  d'une  manière  pré- 
cise le  sens  des  notations 

A^^  1  Lx  ^   sîn.  X ,   COS.  X  f   arc  sin.  X ,   arc  cos.  X , 

dans  ié  cas  ou  fa  variable  j:. devient  imaginaire.,  Le 
moyen  le  plus  simple  d'y  parvenir  étant  la  considé- 
ration des  séries  imaginaires ,  nous  renvoyons  ce 
sujet  au  chapitre  IX. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dpssus,  toute  notation 
algébrique,  qui  renfermerait /avec  les  variables  x , 
y,  z  ...4  supposées  réelles,  de»  constantes  imagi- 
naires ,  ne  peut  être  employée  dans  le  calcul  ^ue 
dans  le  cas  où ,  en  vertu  'des  conventions  étabhes , 
elle  aurait  pour  valeur  une  certàine-.expressioti  iltna* 
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ginairCï.  Une  semblable  expresMon,  dââs  Jaqueiie 
ift  partie  réelle  et  le  coef&detit.ite  )A^  sont  néces- 
sairement des- fonctions  réelles  des  variables  x>^  y^ 
z  ... ,  est  ce  qu'on  appelle  une  fonction  imaginaire 
de  ces  mêmes  variables.  Ainsi ,  par  exemple  y  A 
Fon  désigne  par  Cp(;r)  et  ^(jr).  deux  fonctions 
réelles  die  x,  une  fonction  imaginaire  de  cette  va-r 
riable  sera 

Quelquefois  nous  indiquerons  une  semblable  fonc- 
tion à  laide  d'une  seule  caractéristique  ^ ,  et  nous 
écrirons  en  conséqueacç 

Pareillement;  si  Ton  désigne  par  *<^  {à^,  y,  ^  . . .  i)  i 
Y(.r^  y,  z  ....)* deux  fonctions  réelles  des  vaiîables 

'ar{x,  y,  z..)  =  <^{x,  y,  z..)  ■+■  X{^>y>  ^■■)  V^ 

sera  une  fonction  imaginaire  de  ces  diverses  va- 
fîkbfes/^  ■'■     •  ''-■'■  ■"-    '  ■•• 
La  fonction  î  îAiàgîrtait^ 

■  I  ■»'.■■■*•  ■  .  "        .      .      : 

pifeiidie  nom 'dé  forictfort- algébrique;  ou  exponen- 
tielle, ou  logarithmique,  ou  circufcûre,  &(^..,  •  et] 
dans  le  premier  cas^fe  nom  de  fonction  ration- 
nelle ou  irrationnelle ,  entière  ou  fractionnaire,  6cc.., 
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que  suppose  le  nom  dont  ii  s'àgH.  Âiosi ,  en  parti- 
culier, Jaforine  générale  dune. fonction  imaginaire 
jsi  JinéaJrë  des  variables  a:^y,  z  ....  s0ra  » 

ou,  ce  <Jui!reviéntau  méme^ 

tf^-a  y^irr-4-(*-4-ô'y^>-+-(c4-cyz:7)yH-(<M-rfV--' )^'+'^*  •  •  ' 

ay  h,  c,  d,  ...  dp  h\  0,  d! ,  ...' désignant  des  cous» 
tantes  réelles. 

On  doit  âistiriguer  encore  p^rihi  les  fonctions 
itaagîhaires ,  comme  parmi  les  fonctions  réelles , 
celles  qu'on  nomme  explicités,  et  qui  sont  immé- 
diatement exprimées  au  moyeh  d^  variables,  de 
celles  qu'on  nomjne  implicites ,  et  dont  les  valeurs 
déterminées  par  certaines  équ^ation^  ne  peuvent  être 
explicitement  connues  qu'après  •  la  résolution  de» 
équations  dont  il  s'agit.  Soit 

-zr(^)   ou   '5r(^,  jjf,  z,  ...) 

une  fonction  imaginaire  implicite  déterminée  paiç 
une  seule-  équation.  On  poux;r$t  représenter  cette 
fonction  par  u-^vY~\  ^  u,  v  désignant  deux  quan- 
tités réelles  ;  et ,  si  dans  l'équation  imaginaire  qu'elle 
doit  v^rifiçr  on  écrit ,  au  lieu.;dei5y;«(^.),,;qu:id[e 

■  \  '     ■     '         '  "■•■      •      ■.•■'■'•■' 

après  avoir  développé  les  deux  membres,  puis  égalé. 

de  part  çt  d'autre  les  parties, féellei»  et  ies  coelfieiensi 


I.*"  PARTIE.    CHAP.   YIII.  249 

de  y^i ,  on  obtiendra  deux  équations  réelfes  entre 
les  fonctions  inconnues  t^  et  t;.  La  résolution  de  ces 
dernières  équations ,  lorsqu'elle  pourra  s'effectuer , 
fera  connaître  les  valeurs  explicites  de  m  et  de  v^  et 
par  suite  ia  valeur  explicite  de  l'expression  imaginaire 

Pour  qu'une  fonction  imaginaire  d'une  seule  va* 
riable  soit  complètement  déterminée ,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  de  chaque  valeur  particulière 
attribuée  à  la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur 
correspondante  de  la  fonction.  Quelquefois ,  pour 
chaque  valeur  de  la  variable,  la  fonction  donnée  en 
obtient  plusieurs  différentes  les  unes  des  autres. 
Conformément  aux  conventions  précédemment  ad» 
mises,  nous  désignerons  ordinairement  ces  valeurs 
multiples  d'une  fonction  imaginaire  par  des  nota- 
tions dans  lesquelles  nous  ferons  usage  de  doubles 
traits  ou  de  doubles  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple, 


#        • 


ivcos.  Z  -H  |/— I  sîn.  Z  , 

ou 


((  COS.  ^ -+T  |/^  sin.  z  ^ 

indiqueila  l'une  quelconque  des  racines  du  degré  n 
de  f expression  imaginaire 

«og.  z  -H  >/""  sin.  z. 


• 
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5*  2/  Sur  les  Expressions  irnuginaires  injînimeni 
petites ,  et  sur  la  continuité  des  Fonctions  imor 
gtnaires. 

•  Une  expression  imaginaire  variable  est  appelée 
infiniment  petite ,  lorsqu'elle  converge  vers  la  limite 
zéro  ;  ce  qui  suppose  que  dans  {expression  donnée 
la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  >/^  convergent 
en  même  temps  vers  cette  limite.  Cela  posé ,  repré- 
sentons par  .     ,. 

fit -H  G  y^^  =^  (co».  9 -H  |/— I  jîû.  9  ) 

iine  exjpression  imaginaire  variable;  et,  ^,  désignant 
deux  quantités  réelles  \  auxquelles  on  petit  substi- 
tuer le  module  f  et  Tare  réel  ff.  Pour  que  cette  ex- 
pression soit  infiniment  petite,  il  sera  évidemment 
nécessaire  et  suffisant  que  son  module 

soit  lui-même  infiniment  petit. 

Une  fonction  imaginaire  de  la  variable  x  suppot 
sce  réelle ,  est  appelée  continue  entre  deux  limites 
données  de  cette  variable,  lorsqu*éntre  ces  limites 
un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  pfo^ 
duit  toujours  un  accroissement  infîntment  .petit  de 
la  fonction  elle-même.  Il  en  résulte  que  la  fonction 
imaginaire  ' 

sera  continue  entre  deux  limites  données  de  ^  ^  si 
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les  fi>nctk>!is  réeiies  <^(^)  et  %(<^)  restent  continues 
entre  ces  limites. 

On  dit  qu'une  fonction  imaginaire  de  la  variable 
X  est /dans  fe  voisinage  d'une  valeur  particulière  de 
X,  fonction  continue. dé  cette  variable,  toutes  les  fois 
qu'elle  reste  continue  entre  deux  limites  même  très- 
rapprochées,  qui  renferment  la- valeur  dont  il  s'agit. 

Enfin ,  lorsqu'une  fonction  imaginaire  de  la  va- 
riable X  cesse  d'être  continue  dans  le  voisinage 
d'abc  valeur  particulière  de  cette  variable ,  on  dit 
quelle  devient  alors  discontinue ,  et  qu'il  y  a  pour 
cette  valeur  particulière  solution  de  continuité. 

En  partant  des  notions  qu'on  vient  d'établir  rela- 
tivement à  la  continuité  des  fonctions  imaginaires  y 
on  reconnaîtra  facilement  que  les  théorèmes  i ,'  2  et 
3  du  n.*  chapitre  [§.  2]  subsistent  dans  le  cas  même 
où  l'on  remplace  le*  fonctions  réelles 

f[x)     et    f{x,y,  z....) 
par  des  fonctions  imaginaires  ^ 

On  peut  en  conséquence  énoncer  les  propositions^ 
suivantes.  ' 

1.**  Théorème.  Si  les  variables  réelles  x,y,z  ... 
ont  pour  limites  les  quantités  fixes  et  déterminées 
X,  Y,  z  . . . ,  et  que  la  fonction  imaginaire 

ieit  continue  par  rapport  à  chacune  des  vaîiabtes 
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9,y,z.^.  dans  le  voisinage  du  système  des  valètiré 
particulières 

X  =  X ,    yznY,    z:=zZ ,    &c. . .  • , 

aura  pour  limite 

<î>(A;r,z,...)-*-%(A;r,z,...)T/^;   • 

OU,  si  f  on  fait ,  pour  abréger, 

<^{x,  y,  z..)^x{^^  y>  -5-)/^ = '^(^^  y^  ^-O  • 

'*  (*/  y>  -^z  •••)     aura  pour  limite     ^  (x,  Y,  z,  .•.). 

2.®  Théorème.  Désignons  par  a,  y,  z  ...  plu^ 
sieurs  fonctions  réelles  de  la  variable  t,  qui  soient 
continfiês  par  rapport  à  cette  variable  dans  le  voi^ 
sinage  de  la  valeur  réelle  t:zzT.  Soient  de  plus 

X,  Y,  z  ...  les  valeurs  particulières  de  x,y,  z 

correspondantes  a,t^=iT ;  et  supposons  que  dans 
le  voisinage  de  ces  valeurs  particulières  la  foncr 
tion  imaginaire 

v{x,y,z..)  =  <^{x,y,z..)'^X{^^y^^-)y^ 

soif  en  même  temps  continue  par  rapport  k  »,  por 
rapport  a  y,  par  rapport  à  z,  &c...  :  '^{^y,  z  ...), 
considérée  comme  une  fonction  imaginaire  de  t, 
sera  encore  continue  par  rappbrt  à  t,  dans  le  voi' 
sifiage  de  la  valeur  par ticidière  t  =  T. 

Si  dans  le  théorème  précédent  on  réduit  les  va- 
riables a:,y,z...k  une  seule ,  on  obtiendra  dénoncé 
suivant. 
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;    3.^Thè<)Bème.  Stqfposonsque€lan^feaj)ression 

la  variable  x  soit  fonction  réelle  d'une  autre  va- 
riable  t.  Concevons  déplus  que  la  variable  x  soit 
fonction  continue  de  t  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  t=iT ,  et  ^{x^  fonction  continue  de  x 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  x  =  x, 
correspondante  à  t  =  T.  U expression  imaginaire 
•{d?)^  considérée  comme  une  fonction  de  t,  sera  en^ 
core  continue  par  rapport  à  cette  variable  dans  le 
vaistnage  de  la  valeur  particulière  t=iT. 


S*  3**  Des  Fonctions  imaginaires  symétriques , 
alternées ,  ou  homogènes. 

En  étendant  aux  fonctions  imaginaires  les  défi- 
nitions qtie  nous  avons  données  [chapitre  DI]  xies 
fonctions  symétriques ,  ou  alternées ,  ou  homogènes 
de  plusieurs  variables  x,  y,  z  ...^  on  reconnaît  im- 
médiatement que 

Cp  {x,  y,  z  ...).-*-  x{^^  Vp  ^  •••)  /^ 

est  une  fpnction  symétrique,  ou  alternée ,  ou  homo- 
gène du  degré  a  par  rapport  aux  variables  x,y^  ;5..., 
lorsque  les  fonctions  réelles 

<Sf{x,y,z..),    %(^/y,^...) 
scmt  fune  et  l'autre  symétriques,  ou  alternées,  ou 


N 
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homogènes  cjud^ré  a  par  rapport  à  ces  mêmes 

variables. 


$.  4/  Sur  les  Fonctions  imaginaires  et  entières  ffune 

ou  de  plusieurs  variables. 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  [§.  i  .*']  , 
et  i        ,         • 

sont  deux  fonctions  imaginaires  et  entières ,  tune  de 
la  variable  a:,  l'autre  des  variables  x,y,z  ...^  lorsque 

sont  des  fonctions  réelles  ef  entières  de  ces  mêmes 
variables.  Par  suite,  si  ^{x)  représente  une  fonc- 
.  tion  imaginaire  et  entière  de  ia  variable  x,\9i  valeur 
de  tr(a:)  sera  déterminée  par  une  équation  de  la 
forme 

^o»  ^i  >  ^aJ  •••  ^oi^i>  ^xv  désignant  des  constantes 
réelles.  On  conclura  de  cette  équation ,  en  réunis- 
sant les  coefficîens  des  puissances  semblables  de  x. 

Pour  que  la  fonction  tr  (i:) ,  déterminée  par  la  for* 
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mule  pnécédente,  s'évanouisse  avec  w,  ii  faut  que 

f  on  ait 

• 

a.  -H  h^  y~x  =  G , 

c'est-à-dire ,  ao = o  et  6^=0,  auquel  cas  la  valeur 
de  '(^{x)  se  réduit  à 

Ainsi ,  toute  fonction  imaginaire  et  entière  de  la 
Tariable  x ,  lorsqu'elle  s'évanouit  avec  cette  va- 
riable ;  est  le  produit  du  facteur  x  par  une  seconde 
fonction  de  la  même  espèce ,  ou ,  en  d'autres  termes, 
est  divisible  par  x.  En  partant  de  cette  remarque  y 
on  étendra  facilement  les  théorèmes  i  et  2  du  cha- 
pitre IV  [§.  i/']  au  cas  où  les  fonctions  entières 
qui  s'y  trouvent  mentionnées  sont  en  même  temps 
imaginaires.  J'ajoute  que  ces  deux  théorèmes  sub- 
sisteront encore ,  si  l'on  y  remplace  les  valeurs 
particulières  et  réelles  attribuées  à  la  variable  x , 
telles  que 

par  des  valeurs  imaginaires 

ct^-nC^j/^,  flt,-*-C,/^,  ct^-4-C^/^,  .&c.*.. 

Pour  démontrer  cette  asseràon  ;  ii  suffit  d'établir 
les  deux  propositions  suivantes.  . 

1 ."  Théorème.  Si  une  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  s  s^éva^ouifjpourtirié\'aleuf 
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particulière  de  cette  variable ,  par  exemple  ^  peur 

cette  fonction  sera  divisible  algébriquement  par 

X —  flt^  — toV^- 
DÈMON^STRATiON.  En  effet,  soit 

^{x)  =  <^{x)-^X{^)y^i 

la  fonction  imaginaire  dont  il  s'agit.  Si  Ton  y  fait 

.r  =  ût^  -4-  Co  |/^  -*-  ^  / 

z  désignant  une  nouvelle  variable ,  on  obtiendra 
évidemment  pour  résultat  de  la  substitution  une 
fonction  imaginaire  et  entière  de  z ,  savoir, 

et ,  comme  cette  fonction  de  z  devra  s'évanouir  pour 
;s  =  G ,  on  en  conclura  que 

est  divisible  par 

z  =  X  —  <Uo  —  Ç>o  /~. 

Corollaire  j/'^  La  proposition  précédente  sub- 
siste dsttis  le  cas  même  où  ia  fonction  %(^)  s'éva- 
nouit ,  c'est-à-dire ,  dans  le  cas  où  ^  {x)  se  réduit 
à  une  fonction  réelle  Cp(^). 

.  Corollaire  2/  Le  théorème  précédent  subsiste 
encore,  lorsqu'on. suppose  €=0 ,  et  par  conséquent 
lorsque  la  valeur  particulière  attiibuée  à  la  variable 
X  est  réelle.. 
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2.*  Théorème.  Si  une  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x  s'évanouit  pour  chacune 
des  valeurs  particulières  de  x  comprises  dans  la 
suite 

.    ct„-,  :*- €^-, /^ , 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  cette 
fonction  sera  équivalente  au  produit  des  facteurs 

*  "-  *II-I  —  f  «-.I  /^ 


par  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et  entière  de 
la  variable  x. 

DEMONSTRATION.    Soit 

la  fonetxon  proposée.  Comme  elie  doit  s'évanouir 
pour 

elle  sera,  en  vertu  du  théorème  i.*%  algébrique* 
ment  divisible  par 

^  —  et,  —  C  y^  ; 

et  Ton  aura  en  conséquence  ' 

(2)  -zsr(^)=(ar— et.  — C„v^)(?., 

Qo  désignant  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x.  La  fonction  v{x)  devant 

TOM.   I.  R 


â 
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s  évanouir  encore,  lorsqu'on  suppose 

^  =  et,  -4- €. /=T  , 

cette  supposition  réduira  nécessairement  à  zéro  le 
second  membre  de  I  équation  (2) ,  et  par  conséquent 
fun  des  deux  facteurs  qui  le  composent  [  voyez  le 
Vn.*  chapitre,  §.2,7.*  théorème,  corollaire  2].  De 
plus,  comme  le  premier  facteur 

a:  —  (t^  —  C^  Y^\ 
ne  peut  devenir  nul  pour 

^  =  et,  -4-  C,  v<=T , 
tant  que  fes  valeurs  particulières 

Ct'o  -*-  €0  1/^  , .    <t,  -4-  b,  Y^x 

sont  distinctes  Tune  de  l'autre,  il  est  clair  qu'en  at- 
tribuant à  ^  la  seconde  de  ces  deux  valeurs  on 
devra  réduire  à  zéro  la  fonction  entière  Q^ ,  et  par 
suite ,  que  cette  fonction  entière  sera  divisible  algé- 
briquement par 

a?  — et,  —  €,y^. 
On  aura  donc 

Q,  =  {x  —  (L,  —  C,  y~i)  Q, , 

Q^  désignant  une  nouvelle  fonction  imagihaire  et 
entière  de  la  variable  .r  /  en  sorte  que  Féquation  (2) 
.  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  'Sr(^)=(-^— cto— C/^(j7-^,--C,|/^)<î^,. 


^    ■ 

I 

1 
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En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire  j  on 
trouvera,  i  /  que ,  la  fonction  'zsr  (j:)  devant  s'éva- 
nouir en  vertu  de  la  supposition 

a:  =  et,  -H  C^  y^ , 

cette  supposition  réduit  nécessairement  à  zéro  lé 
second  membre  de  l'équation  (3) ,  et  par  conséquent 
l'un  de  ses  trois  facteurs;  2/  que  le  facteur  réduit 
à  zéro  ne  peut  être  que  la  fonction  entière  Q^ ,  tant 
que  les  trois  valeurs  particulières  de  x  désignées  par 


CL 


o 


C/-'   J      C^i-*-^i/-»>      ^a-*-^»/-' 


sont  distinctes  Tune  de  l'autre  ;  3  /  que  la  fonction 
entière  Q^  ,  devant  s'évanouir  pour 

,r  =  et,  •+-  C^  y/^  , 
est  algébriquement  divisible  par 

a:  —  cc^  —  C^  y~^. 
On  aura  par  conséquent 

et  par  suite 

Q,  désignant  encore  une  fonction   imaginaire  et 
entière  de  la  variable  x.  En  continuant  de  la  même 
manière ,  on  finira  par  reconnaître  que ,  dans  le  cas 
où  ia  fonction  entière  "^{x)  s'évanouit  pour  n  valeurs  ' 
diffiirentes  de  x  respectivement  désignées  par 


i 
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^tt-i  -*-  ^^i  V^i  »  . 

on  a  nécessairement 

«ar(x)  =  (x-«o-f  o/^<*-«t-^,/:::Dx(«-«^-C,/:zr)x.. 


(s) 

Q  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  dé  la 
variable  x. 

n  est  à-peu -près  inutile  d*observer  que  ie  théo* 
rème  précédent  subsiste  lorsqu'on  suppose 

ou  bien 

Co=o,  C,  =  o,  C,=  o  ,  ....  €^^,  =  o; 

c'est-à-dire ,  lorsque  la  fonction  ^atix) ,  ou  les  valeurs 
particulières  attribuées  à  la  variable  x,  deviennent 
réelles. 

A  l'aide  des  principes  établis  dans  ce  paragraphe  ^ 
on  démontrera  sans  difficulté  que,  dans  le  chap.  IV 
[  §.  I  .*'] ,  les  théorèmes  3  .*  et  4-*  avec  la  formule  (  i  ) 
peuvent  être  étendus  au  cas  où  les  fonctions  et  les 
variables  deviennent  imaginaires ,  ainsi  que  les  va- 
leurs particulières  attribuées  aux  unes  et  aux  autres. 
On  prouvera  de  même  que  les  propositions  i.'*^ 
2.*  et  3.^  avec  les  formules(i)  et (2),  dans  le  second 
paragraphe  du  chapitre  IV ,  et  les  formules  (  2  )  » 
(3),  (4),  (5),  (6) ,  dans  le  3.*  paragraphe  du  même 
chapitre ,  subsistent ,  quelles  que  soient  les  valeur!    ; 


1 

\ 
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treelles  ou  imaginaires  des  variables,  des  fonctions, 
et  des  constantes.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  reconnaîtra 
en  particulier  que  1  équation  (6)  du  3  .^  paragraphe , 
savoir , 


(<5) 


(*H-y)" 

X- 

x"-' 

1 
y" 

i.a.3...n 

i.a.3. . 

X 

^                           I 

,n 

•  ■" 
I 

1. 

y- 

— I 

1 

.2.3.. 

..(fl^l)      ■      I. 

>  2  •  '  1  «  •  • /• 

a  lieu  pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des 
variables  x  et  y. 


l 


J.  5.*  Détermination  des  Fonctions  imaginaires  conti- 
nues d'une  seule  variable  propres  à  vérifier  certaines 
conditions. 

Soit 

une  fonction  imaginaire  continue  de  la  variable  x, 
<^(.r)  ^^ xk^)  désignant  deux  fonctions  continues, 
mais  réelles.  La  fonction  imaginaire  ^(^x)  ser^, 
complètement  déterminée ,  si  elle  est  assujettie  à 
vérifier ,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des 
variables  xety,  l'une  des  équations 

(i)  'Zsr(.r-i-y)  =  'Zsr(j:)-Ht5r(y), 

(2)  ^{x^y):=^  v{x)  X  'zsr(y); 

ou  bien ,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives 
des  mêmes  variables ,  l'une  des  équations  suivantes 


> 
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(3)  •     'Sr(a:y)  =  t5r(j7)  +  tr(y), 

(4)  '  -ar  (j:y)  =  -or  (a:)  x  tjr  (y). 

Nous  allons  résoudre  successivement  ces  quatre 
équations ,  ce  qui  nous  fournira  quatre  problèmes 
,  analogues  à  ceux  que  nous  avons  déjà  traités  dans 
le  I  .*'  paragraphe  du  V/  chapitre. 

1."  Problème.  Détenniner  la  fonction  imagi- 
noire  mr (x)  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x, 
et  que  ton  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des 
variables  x  et  y, 

(i)       tsr  (.r -H  y)  = /sr  (x)  •+■  tr  (y). 

Solution.  Si ,  à  Faide  de  la  formule* 

on  remplace  dans  leqiiation  ( i )  la  fonction  imagi- 
naire 'zsr  par  les  fonctions  réelles  Cp  et  ^,  cette 
équation  deviendra 

puis  Ion  en  conclura ,  en  égalant  de  part  et  d'autre 
les  parties  réelles  et  les  coefficiens  de  -/^ , 

Cf)(^-+-y)  =  <î)(.r)-t-<î)(y), 

%(-^  +  y)  =  %(-^)-*-%(y). 

On  tirera  de  ces  dernières  formules  [  voyez  ie  cha- 
pitre V,  §.  I,  I."  problème] 
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et  par  suite 

^5)       ^W  =  ^[<î>(0-*-%(0/^]/ 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(6)  'zsr(.r)  =  x'Z3'{i). 

n  suit  de  Féquation  (5)  que  toute  valeur  de  -2^(0:) 
propre  à  résoudre  la  question  proposée  est  néces- 
sairement de  la  forme 

a,  b  désignant  deux  quantités  constantes.  II  est 
iTailIeuns  facile  de  s'assurer  qu'une  semblable  valeur 
de  *zsr{x)  vérifie  Féquation  (i),  quelles  que  soient 
les  deux  quantités  a  et  ^.  Ces  quantités  sont  donc 
deux  constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que ,  pour  obtenir  la  valeur 
précédente  de  ^zsr  [x) ,  il  suffît  de  remplacer ,  dans  la 
valeur  de  C})(.r)  que  fournit  l'équation  (y)  du  V.* 
chapitre  [§.  1."],  la  constante  arbitraire  et  réelle  a 
par  la  constante  arbitraire ,  mais  imaginaire , 

a  -{-  b  y^> 

2.^  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire  «•  [x)  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x , 
et  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelle  •  des 
variables  x  et  y , 
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(2)  V  {^x^y)  =  ^  (x) .  v{y\ 

Solution.  $  dans  Féquation  (2)  on  fah  x=o , 
on  en  tirera 

«(0)=  I  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  [à  cause  de  la  formule 

-zy(a:)  =  Cp(ar)-4- ;^(jr)/=r] , 

<?(o)-*-%(o)/-'  =  '' 
et  par  suite 

Lia  fonction  Cp  {x)  se  réduira  donc  à  funité  pour  la 
valeur  particulière  o  attribuée  à  la  variable  x;  et, 
puisqu  on  la  suppose  continue  entre  des  limites  quet 
conques ,  il  est  clair  qu  elle  sera ,  dans  le  voisinage 
de  cette  vsdeur  particulière ,  très-peu  différente  de 
Funité ,  par  conséquent  positive.  On  pourra  donc , 
en  désignant  par  cl  un  nombre  très -petit,  choisir 
ce  nombre  de  manière  que  la  fonction  <Sf[x)  reste 
constamment  positive  entre  les  limites 

Cette  condition  étant  remplie ,  comme  la  quantité 
<^  (et)  sera  elle-même  positive ,  si  f gn  fait 

/  =  /[(Cpct)*  -+.  (x  a)*]  ;    ^=  arc  tang.  ^^-  , 

on  en  conclura 


/ 
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Concevons  maintenant  que  dans  f équation  (2) 
on  remplace  successivement  y  par  y-f-z ,  puis  z  par 
z-k-u,  &c....  ;  on  en  déduira  , 

-?r  (^H-y-Hz-H )  =  'zsr(:r)tr(y)'zsr(z) , 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  a:,y,  z,  &c./. 
Si  de  plus  on  désigne  par  m  ce  même  nombre ,  et 
que  f on  fasse 

or  =  y  =  z  =  &c...  =  <L  , 
Féquation  qu'on  vient  de  trouver  donnera 

«Tajoute  que  la  formule 

subsistera  encore ,  si  Ion  y  remplace  le  nombre  en- 
tier m  par  une  fraction  ou  même  par  un  nombre 
quelconque  /m.  C'est  ce  que  Fon  prouvera  facile- 
ment ainsi  qu'il  suit. 

Si  dans  l'équation  (2)  on  fait  x=\<tj  yz=z^cL^ 
on  en  tirera 

puis ,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux 
membres ,  de  manière  que  les  parties  réelles  soient 
positives,  et  observant  que  les  deux  fonctions  Cp(j7), 
COS.  X  restent  positives ,  la  première  entre  les  limites 
j7=o,  a:  =  (tj  la  seconde  eiltre  les  limites  •r=o, 
j?=:^,  on  trouvera 
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=  ^  *    co«.  — -4- "j/^  sin.  ~  1. 

De  même,  si  dans  I équation  (2)  on  fait  x=^^dL^ 
y=^flt,  on  en  tirera 

[tir  (^  et)  J  =  tir  (^  et)  ==/ ^  [cos.  4  + /=T  sin.  ^^ 

puis,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux 
membres  de  manière  à  obtenir  des  parties  réelles 
positives, 

Par  des  raisonnemens  semblables,  on  établira  suc- 
cessivement les  formules 

&c ; 

•         • 

et,  en  général,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque , 

Si  Fon  opère  sur  ia  valeur  précédente  de  'STf-^  et) 

pour  en  déduire  celle  de  '^rf-^ct) ,  comme  on  a 
opéré  sur  la  valeur  de  tr(ût)  pour  en  déduire  celle 
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de  -zr  (wrct),  on  trouvera 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


et  par  suite 

puis ,  en  supposant  que  la  fraction  -^  varié  de  ma- 
nière à  s'approcher  indéfiniment  du  nombre  fc ,  et 
passant  aux  limites ,  on  obtiendra  les  équations 

desquelles  on  conclura 

(8)         -zr  (/^flt)=/^[cos./>t^-*->/^sm.jU.^]. 

De  plus,  si  dans  I équation  (2)  on  pose  x=:/>tflt, 
y=  —  fJietf  on  en  tirera 

La  formule  (8)  subsistera  donc  lorsqu'on  y  rem- 
placera /4  par  —  jbt.  En  d'autres  termes  »  on  aura , 
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pour  des  valeurs  réelles  queiconqûes  positives  où 
négatives  de  la  variable  x, 

(9)  «^(**)=:j>''[co».(ar-h/i:r«n.(a:]  =  [<r(A)]'* 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  écrit  —  au  lieu 
de  X,  elle  deviendra 

(  1  O)   «•(*)=;  j)  i  fcos.  (a.  j.^  -(-  y/zr,  .in.  {L  X\  =  [«.(«)]  i  . 

et,  si  fon  fait  ensuite,  pour  abréger, 

on  trouvera 
(12)       "orix^  =  A'  [cos.  hx  H-  }/^  sin.  hx\ 

m 

\ 

Ainsi,  toute  valeur  de  ^{x)  propre  à  résoudre  la 
question  proposée  sera  nécessairement  de  la  forme 

A  *  [cos.  hçc  -^  |/^  sin.  hx^  , 

A,  h  désignant  deux  constantes  réelles ,  dont  la 
première  ne  pourra  être  que  positive.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  s'assurer  qu'une  semblable  valeur  da 
*ar{x)  vérifié  l'équation  (2),  quelle  que  soit  la  valeur 
du  nombre  A  et  celle  de  la  quantité  h.  Ce  nombre 
et  cette  quantité  sont  donc  des  constantes  arbitraires. 

Corollaire.  Dans  le  cas  particulier  où  la 
fonction  Cp(.r)  doit  rester  positive  entre  les  limites 
ar=:o ,  xz=z  I  ,  on  peut ,  au  lieu  de  supposer  et  très- 
petit  ,  prendre  et  =  i  ;  et  l'on  conclut  alors  immé- 
diatement deS  équations  (9)  et  (  i  o)        . 


1."  PARTIE.   CHAP.   VIll.  26Ô 

(13)  ^(x)  =  [^(l)]'. 

3/  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi- 
naire «-(a?)  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  positives  quelconques  de  la  variable  x, 
et  que  ton  ait  ^  pour  toutes  les  valeurs  positives  des 
variables  x  et  y , 

(3)  v{xy)=^{x)^^{tl). 

Solution.  Si ,  à  l'aide  de  la  formule 

on  remplace  dans  lequation  (3)  la  fonction  imagi- 
naire "or  par  les  fonctions  réelles  Cp  et  ^  ;  puis ,  que 
fon  égale  de  part  et  d'autre  les  parties  réelles  et  les 
coefHciens  de  }/^,  on  trouvera 

X  (-^y)  =  X  0^)  -^  X  (y)- 

Si  de  plus  on  désigne  par  A  un  nombre  quelconque, 
et  par  L  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le 
système  dont  la  base  est  ^  ^  on  tirera  des  équations 
précédentes  [voy.  le  chapitre  V,  §.  i  /',  3/  probl.] 

et  l'on  en  conclura 

(i4)      ^(x)  =  [<:;)(^)-Hx(^)/-]./^(x).  . 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  y 
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(15)  w[a:)  =  ^[A)  .  L{a:). 

H  Buit  de  k  fotrnule  (i4)  que  toute  valeur  de  'zy(^) 
propre  à  résoudre  la  question  proposée  est  néces- 
sairement dû  ia  forme 

(16)  -zsr  (.r)  =  (a  -♦^  ô  |/^)  L  {x)  , 

a,  b  désignant  deux  quantités  constantes.  II  est  d'ail- 
leurs facile  de  s'assurer  qu'une  semblable  valeur  de 
-Z2r(;r)  vérifie  l'équation  (3),  quelles  que  soient  le» 
quantités  aeib.  Ces  quantités  sont  donc  deux  cons- 
tantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que,  pour  obtenir  la  valeur 
précédente  de  ^  {x) ,  il  suffit  de  remplacer ,  dans  la 
valeur  de  cp(^)  que  fournit  féquation  (12)  du  V.* 
chapitre  [§.  i  .*^'] ,  la  constante  arbitraire  et  l'éelle  a 
par  la  constante  arbitraire ,  mais  imaginaire  y 

a  -\-  b  y~. 

Nota,  On  pourrait  arriver  très-simplement  à  l'é- 
quation (i  j)  de  la  manière  suivante. 
En  vertu  des  formules  identiques 

f équation  (3)  devient 

Comme  dans  cette  dernière  les  quantités  variables 
Lx,  Ly  admettent  des  valeurs  réelles  quelconques 
positives  ou  négatives,  il  en  résulte  qu'on  aura,  pouf 
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toutes  les  valeurs  réelies  possibles  des  variables  x 

et  y. 

On  en  conclura  [voyez  le  i  /'  problème,  équat.  (6)} 

^{A')  =  x^{A')  —  x^{A), 
et  par  suite 

-zsr  (y4   ")  =  ^  [A).Lx , 
ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

'zsr(^)  =  'sr(-^)  .  Lot. 

4/  Problème.  Déterminer  la  fonction  imagi" 
naire  ^{x)  de  manière  quelle  reste  continue  entre 
deux  limites  positives  quelconques  de  la  variable  », 
et  que  Von  ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des 
variables  x  et  y , 

(4)       ^{xy)=z7sr[x).^[il). 

Solution.  Il  serait  facile  dTappliquer  à  la  solu- 
tion de  ce  problème  une  méthode  semblable  à  celle 
que  nous  avons  employée  pour  résoudre  le  second. 
Mais  on  arrivera  plus  promptement  à  la  solution 
cherchée ,  si  Ton  observe  qu'en  désignant  par  L  la 
caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont 
la  base  est  A  ou  peut  mettre  I  équation  (4)  sous  la 
forme 

Comme  dans  cette  dernière  équation  les  quantités 
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variables  Lx ,  Ly  admettent  de»  valeurs  réelles 
quelconques  positives  ou  négatives ,  i!  en  résulte 
qu  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles 
des  variables  x  ei  y , 

^[A'*')='!r[A'').'ry(A'). 

On  en  conclura ,  en  représentant  par  du  un  nombre 
très -petit,  et  remplaçant  dans  lequation  (lo)  du 
second  problème  "^{x)  par  -zr(-4') , 

On  trouvera  par  suite 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(17)  ^(x)  =  [,r(^')]"- 

II  est  essentiel  d'observer  que  la  fonction  imagi* 
naire  'Z«r(y4'),  et  par  conséquent  sa  partie  réelle 
<^{A')y  se  réduisent  à  l'unité  pour  x=.o\  ou,  en 
d'autres  termes ,  que  la  fonction  imaginaire  "zsrix)  et 
sa  partie  réelle  Cp(j:)  se  réduisent  à  Tunité  pour 
Xz=z  i.  C'est  ce  quç  l'on  peut  démontrer  directe- 
ment, en  prenant  dans  l'équation  (4) 

X  =  -^**  =  I. 

Quant  au  nombre  oc,  il  doit  seulement  être  assez 
petit  pour  que  la  partie  réelle  de  la  fonction  imagi- 
naire -zr  (-^')  reste  constamment  positive  entre  les 
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j:=  o ,  arrs:  et,.  Cette  condition  étant  remptie  ; 
la  partie  réelle  de  l'expression  imaginaire 

sera  efle-même  positive;  et  par  suite,  si  Ton  fait 

pn  aura 

Cela  posé ,  Féquation  (  1 7)  deviendra 

I3r{x)  =/  ~  [cos.(4Zir)-l-/^sin.(-|-  Z^)l 
(18)/  z 

En  vertu  de  cette  dernière  équation ,  toute  valeur 
de  tr(^)  propre  à  résoudre  la  question  proposée 
.sera  nécessairement  de  ia  forme. 

(i p)      ^(a;)=^af  [cos.  {bLx)  -+- 1/^ sin. {bLx) ] , 

a^h  désignant  deux  quantités  constantes.  li  est  aisé, 
de  plus ,  de  s'assurer  que  ces  deux  quantités  cons- 
tantes doivent  demeurer  entièrement  arbitraires. 
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CHAPITRE  IX. 

I  -  m  t 

Des  Séries  imaginaire^  convergentes  et  divergentes. 
Sommation  de  quelques  Séries  imaginaires  con- 
vérgentes%  N^àtioiis  ei^loyé^  potir  représenter 
quelques  Fonctions  imaginaires  auxquelles  on 
se  trouve  conduit  par  la  sommati&h  de  ceSi/nérHéè 
Séries, 


J.   1/*    Considérations  générales  sur  les  Séries 

ifnaj^nairêê^ 

Soient  respectivement 

(*)  3'.  »      ?«   »      S'.  »     •  •  •    S'a  ^      &C. .  .  .  , 

I 

deux  séries  réelles.  La  j$uite  de&  expresBÎotis  îmagK 
naires ,  - 

%      •  •  • 

formera  ce  quon  appelle  une  série  imaginaire. 
Soit ,  de  plus , 

...  (  ^„  =  (/'o-+-^o>/=7)-h(/?,-t-^,/i:7)-A...'f(/>„«,-+-f,^,/z:^ 

W   (       =(/>o-t-;'xH-...-*r/»»-,)-h(^oH-^,-H...H-y„-,)/=^ 

la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série. 
Seion  que ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  w,  s^ 
convergera  ou  non  vers  une  limite  fixe ,  on  dira  que 


ia  série  (3)  ë%t  eonvetgeniâ  éi  qu'elle  «{^our  êpmme 
cette  limite ,  ou  bim  qu'elle  est  divergenteseX  ha 
pas  de  somme.  Le  premier  cas  aura  évidemmeft 
lieu ,  silles  deux  sommes 

convergent  elles -méitiês,  pour  des  Valeurs  crois- 
santes de  n,  vers  des  limites  fixes  ;  et  le  second,  daqs 
la  supposition  contraîfé.  Ëh  d'autres  termes ,  la 
séfîè  (3)  sei*a  tôujotirt  Côhvergente  efi  même  ,temps 
que  les  séries  réelles. (i)  et  (a).  Si  ces  dernières,  ou 
Tune  d'elles  seulement ,  deviennent  divergentes ,  I9, 
série  (3)  lé  sera  également. 

Dans  tous  les  cas  possibles ,  le  terme  de  la  sér^e 
(3)  qui  correspond  à  Findice  »,  savoir, 

est  ce  qu'on  nomme  son  terme  général. 

L'une  des  séries  imaginaires  les  plus  simples  est 
celle  qu'on  obtient  en  attribuant  à  la  variable  Xj 
dans  la  progression  géométrique 

'        ï  ,    ;r>    a?*,   .•*.  ar*>    é.Q.. . , 

une  taléUr  itnâgitiairô.  Concevons,,  pour  fixer  les 
idées ,  qiie  Totl  fàs^ê 

■-♦'■ 
z  désignant  une  nouvelle  variable  supposée  i*ée!fé , 

et  d  un  arc  réel.  La  pro^^sion  géométrique  dont 

il  s'agit  deviendra 


s* 
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Pour  obtenir  i  équation  qui  détermine  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  ia  série  précédente ,  il  sujDSt 
de  remplacer'  a:  par  z  (ces,^-f-.j/^Ma.  9)  dans  la 
formule 


I    "IT"  «ÎC/  *T*  «27     "T*   •  •  •  "T~  iZ'  —  '        ■■■• 


■  « 


1  — .«       .    I  —•*  * 

On  trouve  de  cette  manière 

I  H-«(cos.9H-y^^ini.0)-lr»*(«oi»2j-|-|/i:i7  8m.iB)"+'«'- 
a"-'  [cos.(ii-.i>J-*-'/^«n.(fi— ijj] 


I  ■  J8"(co8.n9-+-|/--i  sin.ng) 

et,  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le 
module  de  l'expression  imaginaire   ' 

«"  (cos.  n'J -H  |/Z:7  sin,  «0) 
I— js  COS.  g  — ;;sm.  S.y^irr      ' 

savoir , 


1 


(l— 2Z  COS.  8H-«*) 

converge  vers  la  limite  zéro ,  ou  croît  au  -  (delà  de 
toute  limite,  suivant  quoi)  suppose  la  valeur,  nu- 
mérique clé  z  inférieure  ou  supérieure  à  Tunité ,  on 
doit  conclure  de  l'équation  (6)  que  la  série  (5)  est, 
dans  la  première  hypothèse ,  une  série  convergente 
qui  a  pour  somme 


I— «  COS.J  — *  SÎû.fl,^— i     7 
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et,  dans  lalseconde  hypothèse,  une  série  divergente 
qurii'ft  plus  de  somme. 

lia  somme  d'une  série  imaginaire  convergente 
s'indique ,  comme  si  la  série  était  réelle ,  par  la 
sommet  ses  premiers  termes,  suivie  d'unie... 

Cela  posé ,  si  ion  appelle  s  la  somme  de  k'  série- 

(3)  supposée  CQnvergente,  et* que  dans  la  formule 

(4)  on  fasse  croître  n  indéfiniment ,  on  trouvera ,  en 
passant  aux  limites , 

De  méine ,  lorsqu'on  supposera  la  valeur  nun\érique 
de  ;i  inférieure  à  l'unité,  on  tirera  de  l'équation  (6), 
en  faisant  croître  n  au-delà  de  toute  limite  assi- 
gnable ,  ^ 

I 1— z  cos.fl-4-g  sin.O-y/ZT 

* 

En  vertu  de  la  formule  (7) ,  le  premier  membre  de 
i'équation  (8)  peut  être  présenté  sous  la  forme  sui- 
vante 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  numériques  de  z 
inférieures  à  l'unité ,    ' 

•■■;'.'■. 
(  1 4-a  cas.  jH-«  *co8. 294-&p;..)^(5sin.  J-f-z  *8ra.  2  JH-&C..  .)y/iri 


\9/   i  .  I— z  ros.J.  «  sin.J 


1—2  «COS.  A -+-5",  I— a^cos.fiH-a 

!  ■  • 

On  en  conclura      -  ,7,;^^  uoî*   '^  ;  *      ^ 


r  .y^« 


coujis  d'analtai. 

i4-«ctos.}-|-«*cos.aJ-4-a'cos.3j4-6tc.B=     '^T«ff>ê 

Âinaî  ia  substitution  (fun^  valeur  imi^nittntfde  or 
dftDS  la  progression  géométrique 

suffit  pour  conduire  à  la  sommation  dça  (leuic  séries 

^(    I,    5C0S.Ô,    5*C09.2Ô,     ♦..     Z^cos.nôj    &€... 

(ii)j 

toutes  les  fois  que  la  variable  ^  reste  çopiprise  ^ptre 
les  iimite$ 

z  =  —  l  j     z  =  -+-i, 

c'est-à-dire ,  toutes  les  fois  que  ces  deux  séries  sont 
convergentes. 

Les  premiers  membres  des  équations  (  i  o)  étant 
[  en  vertu  du  i  ^'  théorème ,  chapitre  VI ,  §.  i  /*"  j 
fonctions  continues  de  ia  variable  z ,  daps  le  voisi- 
nage de  toute  valeur  particulière  comprise  entre  les 
limites  jss-t^  i ,  ^='-4-  i  j  Iç  premier  membre  de 
1  équation  (9)  sera  lui-même ,  dans  le  voisinage  d'une 
semblable  valeur ,  fonction  continue  de  5.  Or ,  ce 
premier  membre  n'est  autre  chose  que  la  somme  de 
fa  série  (5),  dont  les  différens  termes  restent  fonc- 
tions continues  de  z  entre  4cs  limites  qudcoiiques. 
En  généralisant  ia  remarque  qu'on  vient  de  faire, 
t>n  obtient  la  proposition  suivante. 


I 


'  !.•'  TqiORBMS.  LfOrsqHô  les  différer  termes  de 
la  série  (3)  sont  des fonctiotts  d'une  m4mevariable 
z,  continues  par  rapport  a  cette  variable  dans  le 
voisinage  d'yne  v(ile^r  particulièpe  pour  laquelle 
cette  sjirie  est  çonv^r^tUe,  la  somme  §  de  Içk  série 
est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  parti- 
culière, fonction  continue  de  z. 

DÉMONSTRATION.  E^  effet ,  dans  le  voisinage 
de  la  yaleur  particulière  attribuée  à  la  variable  z , 
la  série  (3)  ne  peut  être  convergente  et  avoir  pour 
ses  difierens  termes  des  fonctions  continues  de  ^^ 
qu'autant  que  les  séries  réelles  (i)  et  (2)  jouissent 
fune  et  l'autre  des  mêmes  propriétés  :  or,  dans  cette 

hypothèse,  chacune  des  sommes 

■ 

Po  -^Px    -^px   -H   &C..    .    .    , 

étant  [ en  vertu  du  i  Z*^  théorème ,  chap.  VI,  §.  i  /' ] 
fonction  continue  de  la  variable  z,  il  en  résuite  que 
la  somme  de  ia  série  (3),  savoir, 

Sz=z[p^-{-p^'^p^'\'  &c...)4-  (^o-^i-^S^.^"  &c...)  |/^ 

^era  aussi  fonction  continue  de  cette  variable. 
Supposons  maintenant  que  fon  désigne  par 

/•»   /'»  A>    &c...., 

.  .  .  ■  ... 

les  modules  des  différens  termes  de  la  série  (3)  j 
et  par 
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les  expressions  réduites  correspondantes ,  en  sdrte 
qu'on  ait  généralement 


La  série  (3)  deviendra 

;  (  J'o<co«'.Bo-l-y^i;rsm.6o)»    i»i(cos.9,-H|/^iin.0,J, 

(12)  _ 

et  Ion  pourra  ordinairement  décider  si  cettcr  série 
est  convergente  ou  divergente ,  à  f aide  du  théorème 
que  je  vais  énoncer. 

2.*  Théorème.  Cherchez  la  limite  ou  les  limites 
vers  lesquelles  converge ,  tandis  que  n  croît  indé^ 

finiment,  V expression  (  j»^^)  " .  Suivant  que  la  plus 
grande  de  ces  limites^sera  inférieure  on  supérieui^e 
h  t  unité ,  Ici  série  i^^^  sera  convergente  ou  diver- 
gente. 

DÉMONSTRATION.  Considérons  d'abord  le  cas 

où  les  plus  grandes  valeurs  de  l'expression  (^„)  " 
convergent,  tandis  que  ;^  croît  indéfiniment,  vers 
une  limite  inférieure  à  l'unité.  Dans  ce  cas,  la  série 

étant  convergente  [chap.  VI,  §.  2,  i  .*' théorème] , 
les  séries 

(i4){ 
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îe  seront  également  [chap.  VI,  §.  3  ,  4-*  théorème]; 
et  la  convergence  de  ces  dernières  entraînera  celle. 
de  ia  série  (12),  qui  n'est  que  la  série  (3)  présentée 
sous  une  autre  forme. 

Supposons  en  second  lieu  que  j  pour  des  valeurs 

croissantes  de  n ,  les  plus  grandes  valeurs  de  (j»„  )  " 
convergent  vers  une  limite  supérieure  à  l'unité. 
Dans  cette  hypothèse  on  prouvera ,  par  un  raison- 
nement semblable  à  celui  que  nous  avons  employé 
dans  le  VI/  chapitre  [§.  2 ,  i  .*'  théorème] ,  que  les 
plus  grandes  valeurs  du  module 

croissent  avec  n  au-delà  de  toute  limite,  ce  qui  ne 
peut  être  vrai  qu'autant  que  les  plus  grandes  valeurs 
des  deux  quantités  p^,  q^,  ou  au  moins  de  l'une 
d'entre  elles ,  croissent  de  même  indéfiniment.  Or  ^ 
comme  ces  deux  quantités  sont  les  termes  généraux 
des  séries  (1)  et  (2),  on  doit  conclure  que  de  ces 
deux  séries ,  Tune  au  moins  est  divergente  ;  ce  qui 
suilit  pour  assurer  la  divergence  de  la  série  (3). 

ScHOLiE  //''  Le  théorème  qu'on  vient  d'établir 
ne  laisse  d'incertitude  sur  la  convergence  ou  lu 
divergence  d'une  série  imaginaire  que  dans  le  cas 
particulier  où  la  limite  des  plus  grandes  valeurs  de 

(  j:>^)  "  devient  égale  à  l'unité.  Dans  ce  cas  particu- 
lier il  n'est  pas  toujours  facile  de  décider  la  ques: 
tion.  Toutefois  on  peut  ailirmer  que,,  si  la  sénç  (13) 
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çst  convergente,  les  séries (i  4)  et  par  suite  la  sérk^ 
(  1 2)  it  seront  pareillement.  La  réciproque  n'est  pas 
vraie, /et  il  pourrait  arriver  que,  la  série  (1 2)  restant 
convergente,  la  série  (13)  fût  divergente.  Ainsi,  par 
exemple ,  ai  f  on  suppose 

on  obtiendra,  à  {a  place  des  séries  (12)  et  (ïj)»  Iw 
deux  suivantes 

/-T,  — —  /rr,   ^.-l.|/Z7,  _2.y/:=7,   &c... 

dont  la  seconde  est  divergente,  tandis  que  la  pre- 
mière rester-  convei^ente ,  et  a  pour  somme 

/  désignant  la  caractéristique  des  logarithmes  né<* 
périens. 

ScHOLlE  -2/  Lorsque ,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  »^  le  rapport 

\  .  ■ 

s'approche  indéfiniment  d'une   limite   fixe ,  cette 

(imite  est  également  celle  vers  laquelle  convergent 

1. 

les  plus  grandes  valeurs  de  l'expression  (y>^)  " . 

Le  5.*  théorème  du  3 /paragraphe  [chap.  VI]  est 
évidemment  applicable  aux  séries  imaginaires  aussi 
l>ieA  qu^aux  ^ries  réelles,  ûuant  au  théorème  6.*  èa 
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même  paragraphe ,  on  doit ,  lorsqu'il  est  question 
de  séries  imaginaires ,  le  remplacer  par  le  suivant. 

,    3.*  Théorème.  Soient 

A  Uo,    ti,,    tl,  ,    u^,    &c.  •  .  .  , 

(    V.y     V.  »     «^»  •     ^m,      &C , 

deux  séries  convergentes ,  mais  imaginaires ,  qui 
aient  respectivement  pour  sommes  ^  et  s\  Si  cha* 
cune  de  ces  séries  resle  convergente  lorsqu'on  re- 
duit  ses  différens  termes  à  leurs  modides  respectifs, 

sera  une  nouvelle  série  convergente  imaginaire , 
qui  aura  pour  somme  ss. 

DÉMONSTRATION.  Désignons  respectivement 
par  s„,  sj  les  sommes  des  n  premiers  termes  des 
deux  séries  (i  5),  et  par  sj'  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (16).  On  trouvera 

Désignons  encore  par  f„  et  f„'  les  modules  des 
exprei^sions  imaginaires  u„  e^t  v„,  en  sorte  que  ces 
^pressions  soient  déterminées  par  des  équations  de 
la  forme 

*        • 
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:  Les  séries  réelles  ' 

f»t    ft*    fxl     '  '  •    f  nf    OÎC»  •  •  • 

étant  convergentes  par  hypothèse ,  on  en  condura , 
comme  dans  le  chapitre  VI  [§.  3 ,  6/  théorème], 
que  la  somme 

■ 

converge ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /i ,  yprs 
la  limite  zéro.  Il  en  sera  de  niéme  à  fortiori  des 
deux  sommes 

•i- 

. . .  -H  J>^  /„-;.  cos.(9,-he'„-,J  -*-  i>,  /„-,  co».(9,  -H  9',^i)]  , 

et      •   ■  ,•     ■  . 

-4- ^  .......  V ....•• ^.7 

. . .  -4- J>* \P,-.  sm.(9,.-4-9'„-,J-Hj>,  y„.,  siii.(9,  •+  9',^x)]  , 

dont  la  première  représente  évidemment  la  partie 
réelle  de  l'expression  imaginaire 
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fandis  que  la  seconde  représente  le  coefficient  de 
y^.  dans  cette  expression.  Par  suite ,  s^s'„  —  s"^ 
Convergera  aussi;  pour  des  valeurs  croissantes  de 
n,  vers  ia  limite  zéro  :  et ,  comme  s„  s„'  ^'appi'ocEe 
indéfiniment  de  la  limité  ss' ,  il  faudm  de  toute 
nécessité  que  i'expression  s„" ,  c'est-à-dire ,  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  (  1 6) ,  s'approche 
elle-même  indéfiniment  de  cette  dernière  limite.  II 
en  résulte,  i."  que  la  série  (i6)  est  convergente, 
i.*  que  cette  série  convergente  a  pour  somme  ss\ 


J,  '2.*  Des  Séries  imaginaires  ordonnées  suivant  Tes 
puissances  ascendantes  et  entières  d'une  variable. 

Soit  X  une  variable  imaginaire.  Toute  série  ima- 
ginaire 'ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  de  la  variable  x  sera  de  la  forme 

............   (a„-H*«/^)x%  &c....: 

désignant  deux  suites  de  quantités  constantes.  Dans 
fe  cas  où  les  constantes  de  la  seconde  suite  s'éva- 
nouissent, la  série  précédente  se  réduit  à 

......  -  ■ 

...  ,.-..< 

(i)        a^j  à,x,  a^x*  ^    ««•^'*/  &g.,.. 

Nous  considérerons,  en  particulier  dans  ce  para- 
graphe les  séries  de  cette  dernière  espèce.  Si ,  pour 
'  plus  de  commodité  I  l'on  posé 
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\^  désignant  une  variable  réelte  et  9  un  iv>:c  réel  »  U 
"série  (i)  deviendra 

..;  è^«''(tdf.n9M-/-^iém.fi6)i  êtc 

'      •  ■    ■» 

Soit  maintenant,  comme  dans  le  chapitre  VI 
[§.  4])  ^  I^  plus  grande  des  limites  vers  lesqueUos 
converge ,  tandis  que  n  croit  indéfiniment ,  la  racine 
n.""'  de  la  valeur  numérique  de  a„.  La  plus  grande 
des  limites ,  vers  lesquelles  Convergera  dans  la  même 
hypothèse  la  racine  n.'"'  du  module  de  l'expresaiofi 
imaginaire 

a^  x^  =  a^  z^  (cos.  w9  -♦-  y^~  sîn.  n 6) ,    . 

sera  équivalente  à  la  valeur  numérique  du  prodoit 

A  z  ; 

et  en  Conséquente [voy.  cî-4essus  le^.  !  .*',  i/théor.] 
la  série  (3)  sera  convergente  o<i  divergente  suivant 
que  le  produit  Az  aura  une  valeur  numérique  infé- 
rieure Où  supérieure  â  l'unité.  0n  déduit  imtnédia.- 
temêât  de  cette  remarque  la  proposition  suivante. 

1."  Théorème.  La  série  (3)  «^^  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre  les 
limites  .  * 


^f   *-^  .t     %        40    —   "T"        ^      y 


et  divergente  pour  toutes  hâ  v&léurê  de  m  iikêéeè 
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hors  des  mêmes  limites.  En  d'auttes  termes ,  la 
série  [i)est  convergente  ou  divergente  suivant  que 
le  module  de  l' expressit^n  imaginaire  x  est  inférieur 

en  Supérieur  à -^ . 

ScHOUE.  Lorsque  la  valeur  numérique  du  rap- 
port  ""^'    converge ,  pour  des  valeurs  croissantes 

ée  h,  yretè  une  limite  fixe ,  cette  iinlite  est  précisé*- 
'ttient  la  valeiii*  de  la  quantité  positive  désignée  pat* 
A. 

Corollaire  i/''  En  comparant  le  théorème  pré- 
cédent au  I  .*'  théorème  du  chapitre  VI  [  §.  4  ]  »  on 
tecc^ni^tra  que ,  si  !a  série  (i)  est  convergente  pouf 
une  certaine  valeur  réelle  de  la  variable  a: ,  elle 
demeurera  convergente  pour  toute  valeur  imagi- 
naire dont  cette  valeur  réelle  serait ,  au  signe  près , 
le  module.  Par  suite ,  si  la  série  (i)  e^t  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable  a:,  elle 
restera  convergente ,  quelle  que  soit  la  valeur  ima- 
ginaire que  l'on  attribue^  cette  variable. 

(yOROLLAiRE  2/  Pour  appliquer  le  premier  théo- 
rème et  le  précédent  corollaire ,  coli^dérons  les 
quatre  séries 

(4)  I ,       ^ ,      Ar* ,   a:^  ^  &c ^ 

(5)  , ,  iL,^  g(^fi^)^>     M^-O-CA»-^.)^,^^ 

^^^          '     I        '         i.a             '             1 .2.3. . .n  ^  ' 

(6)        1  j        —,       ,    . , . ,  "■ — ^  ,    &C. .  •   , 

(7)  ^/"^^y    ...±-^,  &c ; 
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/M.  désignant  dans  la  seconde  une  quantîtë'  que!»., 
conque.  De  ces  quatre  séries  les  deux  premières , 
ainsi  que  {a  dernière ,  restent  convergentes  pour 
toutes  les  vdeurs  réelles  de  a:  comprises  entre  ie^^ 
limites 

jet  la  troisième  pour  dçs  valeurs  réelles  quelconques 
de  ia  variable  x.  Mais  si,  au  lieu  d'attribuer  à  a; 
une  valeur  réelle ,  on  suppose 

X  =  Z  (cos,  0  H-  j/—!  sîn.  6  )  , 

à  la  place  de  ces  quatre  séries,  on  obtiendra.  len 
suivantes 

.V  .  «"  (cos.n8-4-|/^8in.n6)  ,  &c 

I ,  —  «(co8.B-f-|/irrsm.6),  ^-^^- — ia*(cos.26-+-yC7im.26)  > 

1 .2.3. .  .n  "^ 

a  (cos. 8 -h |/^  5m. 8]       z*  (cos.  28 -4-|/~  sfn.  26) 
I,    _j 1 j    '■    "         ■  »••• 

a"  (cos.«9-H|/-.i  sin.n9)       « 
1 . 2. j . . .«  ,  .  . 


1  .2 


(  *(cos.9-|-v/_i  sin.B)  a*  (co».i9-4-i/— I  sin.  28) 

(II)' 


I   .... 


g"  (cos.«6-f-i/^  sin.nB)       . 


dont  les  deux  premières  et  la  dernière  resteront 
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convergentes  pour  to^es  ies  valeui^s  de  z  comprises 
entre  les  limites 


I   • 


z  =  -sr  I  ,     Z  i=r*H  I 


»  »' 


tandis  que  lavant  -  dcrnièi^e  sera  toujôurs-tonvei^ 
gente,  quelle  que  soit  la  valeur  rëelïe  clé  z:    •      ' 

.  •  Après  avoir  fixé  les  limites  y  enti^iëjsqœHès'i!  faut 
renfermer  >3  pourrendi^e  ia  séiie  (3)  t:?dhvergetite, 
nous  ferons  remarquer  qu'en  vertu  des  principes 
établis  dans  le  paragraphe  précédent  les  théorèmes 
3/,  4.'  et  j.*  du  chttpiti'ê  Vi  [§:  4  ],  «^vec* leurs  co- 
rollaires,  peuvent  être  étendus  au  cas  où  la  variable 
•r  devient  imaginaire.  Oa.devra  seulement  admettre , 
dansFénoBcé  du  4*^tfaéoreme,  que  chacune  des  séries 

a^  ^    a  X  ,    à^x^  ^    &c.  •  .  • 
i„ ,    h^x ,    b^x^ ,    &c. .  •  . 

reste  convergente  lorsqu'on  réduit  ses  différens 
termes  non  plus  à  leurs  valeurs  numériques  ,  mais 
à  leurs  modules  respectifs.' Cefe  posé ,  si  Ton  d  ésigne 
par  •'ar»(jM.)  ce  que  de^^ieht  ife"  second  membre  de 
Téquation  (15)  [chap.  VI,  §.  4j>  lorsqu'on  attribue 
à  j;  la  valeur  imaginaire 

z  (cos.  9  -H  y^— «  sin.6)  , 

,0Uj  .efti d'autres  termes,  :si  Ton  fait 

iir(;a)s=:iH--—  z{  COS.  9  H-  y^  «in.  9  ) 
i  .z  ^ 

TOM.   I.  T 
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pn  trouYiîra,  au  \im  de  Ia,^iîiiile  (i?6)  [d^p.  Vt, 
^.  4J>  la  suivante  -  • 

(i^)  tr(/K.)<r(^')=:i'!r(At-f-/<,'). 

JQ  est  «39f^nt|<^l.  de  remarquer  que  cette  devntère 
formule  subdbtera  uniqueffiiefit  pour  les  valeurs  de 
z  commises  eptre  ies  limites  ^=:-^  i ,  zzsztk-  i , 
et  quei^tre  ces  limites  la  foutotion  imaginaire  ir  (^t), 
G  est«àHiire ,  la  somme  de  la  série  (9)  sera  en  même  / 
^.temps  continue  par  rapport  à  ^  et  par  rapport  à  /tt 
.{voyez  cî-dessusie  §.  i-j  i.T  théorème]. 

Concevons  à. présent  qnliulien  de  laséiîe(9)  on 
,  eansidère .  génémlement  la  !siéi4c  (  3  )  ^  ot  que  dans 
.cette  dernière  on  fasse  variep  lit  valeur  de  «ipar  degrés 
insensibles.  Tant  que  la. série  (3^  sera  convergente, 
c'est-à-dire ,  tant  que  ia  valeur  de  z  restera  comprise 
entre  les  limites    '  '    -^       ■    ^ 


>      -^-T-* 


'  A    '     ^  A 

§ 

•    -  ■  ■       • 

la  -somme  de  la  jsérie  sera  i)ne  foinçtion  im^gifiçfi^'e 
continue  de  ia  vm^iable  z.  Sot^  ^(^)  cette  fenctioo 
^ntinue.  )L  équation 

m  •  •  .  -  1 
■                                 ,                      ••■!!_■  ..  ,, 

^ 

-+■  &C. ...»  \       '      ■        ^  • 

subsistera  pour  toutes  ies  vaietirs  de  z  ikïihrméë^ 

entre  les  limites  — ^ ,   -♦-  -^  ;  ce  que  nous  indi* 

querons  en  écrivant  ces  limites  à  côté  de  la^ie  ^ 
eemmi  on  le  Voit  ici i,  ' ■ 


i 
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( 


A 

1 
A 


}bn  iibit  observer  cjuetëquatioii  précédente  nequî- 
vaut  toujours  à  deux  équations  réeÏÏès*  En  eôet  /^ii 
Ton  pose..    »    -  '      . 

Xp{lè)'ét  ^(ï)  âésiènâfit  deux  fonctions  réelles,  oh 
tirera  de  I  équation  (i  4) 

i  <:^(z')=^  à^ ^à\  i  cos.o  -*-  or,  z  co's.  2 G  ^ &c. . . , 


0^)  .. 


..  K  fa 


Lorsque  la  série  (3)  est  donnée^  on  peut  quel- 
quefois en  déduire  la  vlaleur  âe  la  fonction  'ssr  {z) 
sous  forme  finie  j  et  c'est  là  ce  qu'oft  appelle  s&nvmer 
la  série.  Nous  avons  déjà,  dans  le  i .''*^ paragraphe , 
résolu  cette  question  pour  la  série  (8).  Nous  uiions 
maintenant  chercher  à  la .  résoudre  pour  les  séries. 
(9),  (10),  (1 1);  ^t  en  conséquence  nous  ti'aît<^ns 
l'un  après  l'antre  les  trois  problèmes  qui  suivent. 

i ."  Problè^Îe.    'Trouver  la  somme  de  la  série 

&c 

dans  le  cas  où  Von  attribue  à  lu  variable  z  une 
valeur  comprise  entre  les  limites 


T 
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z=- —  i  ,    i;  =  -i-i. 


•    Solution.  Soit  'zr(^)  la  somme  cherchée.  En 
désignant,  par  /x'  une  quantité  réelle  différente  de 
.it,  on  trouvera  . 

L'équation  précédente,  étant  l^mblâbie  à  l'équation 
(2)  du  chapitre  VTII  [§.  5  ] ,  se  résoudra  de  la  même 
manière  ;  et  l'on  en  conclura 

le  module  r  et  l'angle  t  étant  deux  quantités  cons- 
tantes par  rapport  à  /uu ,  mais  qui  dépendent  néces- 
sairement de  z  et  de  0.  On  aura  donc ,  entre  les 
lîmiféà  ts  = —  I ,  z  =  -t-  I  , 

I  H '  z  (cos.  9  H-  ■/— ».  sin.  ô  ) 

(17)  ^  ^  ""^f  7  '  ^  >g'(cos.  29  ^  /^  sin.  29)  -^  &C... 

Pour  déterminer  les  valeurs  inconnues  de  r  et  de  /;, 
on  fera  dans  l'équation  (17)  />t=:  i  ,  et  l'on  en  tirera 

I-4-^;cos.9-+-  S  sin. 9.  y^— I  =.  rcos.f-Hrsin.f.y''— 7, 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

I    -+-  ^  cos.  0  =  r  COS.  t , 

z  sin.  9  =  rsin.  t. 

On  trouvera  par  suite 
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I 


r  =  (  I  •+- 2^cos. 6 -H -S*)*  ;  .,  . 

puis  ,  en  observant  c[ue   ces,  t  =  -| — ^-^ —  l'esté 

positif  pour  toute  valeur  numéiique  de  z  inférieure 
à  Funité ,  et  désignant  p^  k,  un  nombre  entier  quei« 
:   eonque,  ^„.  . 

-  z  sin.Q  .         7 , 

t  =  arc  tanff.  • r-  dz  2Ar7r. 

°        1  -H  5  COS.  9 

Cela  pesé ,  »  ïm  fait ,  pour  abréger , 

(ON                                              ^  «in.  9 
j  0}         ^  =  arc  tang.  — r- , 

féquation  (17)  deviendra 

ju>  mCm — ï) 


Z  =;-H  I 

k  valeur  de  t  étant  déterminée  par  la  formule 

■ 

{20)  .f=:^=fc2^7r, 

dans  laquelle  le  nombre  entier  k  ne  peut  dépendre 
que  des  quantités  z  et  ô. 

^  Remarquons  à  présent  que  fe  premier  membre 
de  Féquation  (  1 9)  est ,  entre  les  limites  z  =  —  i  ^ 
z=:-H  I ,  une  fonction  continue  de  -3 ,  qui  varie  avec 
z  par  degrés  insensibles ,  quelle  que  soit  la  valeur 
dé  /x.  Le  iecond  membre  de  lequation  devra  done 
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jouir  de  la  ménifi  propriété ,  ou  >  en  d'autres  terme»  ^ 
ies  quantités 


• .  "    • 


(  I  M-  2^  co$.  &  -i^  -5*^)»  côs.  />tif  ^ 

et  par  conséquent  les  suivantes 

cos,  JA^t ^     sin.  jxt 

devront  varier  avee  ^  pfor  degrâ^  iiisie»ibiet,  poukr» 
toutes  les  valeurs  possibles  de  fji.  Or,  cette  condi- 
tion ne  peut  être  remplie  que  dans  le  cas  où  t  lui-- 
même varie  avec  ^ç  par  degrés  insensibles.  En  effet  „ 
si  un  accroissement  infiniment  petit  de  z  produirait 
1U3  accroissement  fini  de^^.  dje  manièi^  à  changer  i 
en  /-*-a ,  a  désignant  une  quantité  finie ,  les  cosinus 
et  sinus  des  deux  arcs 

ne  poyrraient  demeurer  sensiblement  égaux ,  qu'au- 
tant que  la  valeur  numérique  du  produit  fjua  serait 
à  très-peu  près  un  multiple  de  la  circonférence,  ce 
qui  ne  peut  être  vrai  que  pour  des  valeurs  particu- 
lières du  coefficient  jul  ,  et  non  pas  généralement 
pour  des  valeurs  finies  quelconques  de  ce  coeffr» 
cient.  On  doit  donc  conclure  que  farc  f  ;m^:±:2ît7r 
^st  fonction  continue  de  z;  et,  comme  des  deux 
quantités  s,  k,  la  première,  déterminée  par  réqua> 
tion  (  1 8) ,  varie  avec  z  d'une  manière  continiie  enliSè 
les  imites  z^—  i^  ^^sb-hi  ^  «narfi^'^ilcf  ta  a0CM|d«»% 
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mujettie  à  rester  t<m  jours  entière ,  n'admet  que  des 
nuîations  finies  d  une  ou  de  plusieurs  unités ,  îl  est 
dair  que ,  pour  satis£ûre  à  la  condition  énoncée ,  la 
quantités  devra  varier  toute  seule,  et  fa  quantité 
(  denfteurer  constante.  Cette  dernière  quantité  sera 
donc  indépendante  de  z,  et,  pour  en  connaître  la 
valeur  dans  tous  tes  cas  possibles,  ii  suffira  de  ia 
eherchef'  en  supposant  z  =  o.  Comme  on  a  dans 
tctte  hypothèse  jsfo,  *=;it:  2  it'Tr,  on  tirera  rfe 
Téquation  (19) 

^ugil^  que  soit  la  valeur  de  ^c,  et  par  suite 

.  A  3=  a. 

Cela  posé ,  la  formule  (20)  donnera  généralement 

t  =  s, 
il  Téquation  (19)  se  trouvera  réduite  à  ' 

I  1 .» 

Ml'*». }•=- 

I 

te  plus,  si  Ton  a  égard  à  la  formuîe  (27)  du  cha- 
ître  Vn  [§.  4]  >  on  reconnaîtra  facilement  que  le 
icond  membre  de  l'équation  (2 1  )  peut  être  repré- 
iûté  par  la-notution 
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On  auF^a*  doAc  ;  .en  supposait  toujours  la  valeur  de 
^  coûiprisè  entre  les  limites  —  i  çt  -h  i  , 

(         '/"f  '  -  u(U^ï) 

l  iH , z(ços.9-+Vi:T  sin,8)  4-  ~^-- — -  z^ços.i^/ZTi  «a.zBV 


«  =  —  I 


(22)  /  H- &c.. .: 

=  [f -4-z(cos.9-h /irism.J)]     . 

En  dauties  termes / lequatioD  (20)  du  chapitre  VI 

[§.  4],  savoir,  .       . 

I  I  .1  V  / 

subsistera,  noft- seulement  si  Ton  attribue  à  la  va- 
riable x  des  valeurs  réelles  comprises  entre  les 
limites  —  i ,  h-  i ,  mais  encore  si  Ton  fait 

a:  =  z  (cQS.  9 -4- y/— I  sin.  0  )  , 

la  valeur  numérique  de  z  étant  inférieure  à  Funité. 

Corollaire  ly  La  formule  (21),  cçmime  toutes 
les  équations  imaginaires,  équivaut  i  deux  équa- 
tions réelles ,  qu'on  obtient  en  égalant  de  part  et 
dTaùtre  les  parties  réelles  et  les  coefficiens  de  1/—  i. 
On  trouvera  de  cette  manière- 

I  -f- ^— «  COS. 0 -+- ^-^^^^-- ^a^cof.iJ-H&c. . 

1  1.2 


t 


nz  (  1 -+-az  COS.  0-4- 2*)  - '*co9. /UJ  ,  /  ^ 


— —   A* 

I  1.2 


1 


=  (  1  -4-.aJ8  COS. 9 -H  ^*)^'*  »m. /*#, 
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ifli  valeur  de  s  étant  toujours  déterminée  par  i  équa- 
tion (i8).  I 

ConoLLAiRE  2/  Si  dans  les  formules  (22)  et  (2.3) 
on  pose  ;^= —  i ,  et  que  Ton  y  remplace  z  par  — z, 
on  obtiendra  les  équations  (8)  et  (  i  o)  du  i  .*'  paragr. 

Corollaire  j.*  Si  fon  suppose  ô=— »  çu,  ce^ 
qui  revient  au  même, 

COS.  6  =  0,     sin.  6  =  I  y 

la  valeur  de  s,  donnée  par  la  formule(i  8),  deviendra 

s  =  arc  tang.  Z  , 

et  restera  comprise  entre  les  limites  — 7"  »  "*"  T 

pour  toute  valeur  numérique   de  z  inférieure  à 
'    l'unité.  Dans  la  même  hypothèse ,  on  aura  évidem- 
ment 


sm.  s 

z  =  tang.  S  =  -— —  , 


COS.  s 

M 


(  I  -^  2Z  cos.ô  -H  ^*)  *  =  (sec.  s)    = 


(cos.j) 


/  et  Ion  tirera  des  équations  (23),  mais  seulement 
pour  les  valeurs  de  s  comprises  entre  les  limites 
dont  il  s'agit , 

eo8,  US  =  COS.    s COS.         ^.sin.   s 

1.2 

•f- --i COS.      ^. sm.   ^— «c.lj^.^^/ 

/     A\  J  1 .2.3.4  ]  é\ 

sin.  a*=  -^--- cos^        ^-sio.  1  f      ■        4! 


i.2*3 
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P»  tions^uent,  si  dans  les  formules. (t 2)  du4 VIL* 
chapitre  [§,  2  ]  on  remplace  le  nombre  entier  m  par 
xmfi  ^uaatitQ  ij^ciconqn^e  ff ,  ceS:formul^^  qni  ayiûent 
iîeu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles,  de  Tare 
ji^^  Wi  serqnA  ;plus  vraies  généralement  que  pour  des 

valcau's  niiménques  dç  cet;  aire  infiérieures  à-^ . 
2.^  Problème.   Trouver  la,  san^me  de  la  série 

z  •  j&* 

otc« •  «  •  I 

quelle  que  soit  la  valeur  numérique  de  z, 

SolutWn.  Srtfei»  îes  équations  (t  8)  et  (2 1)  on 

remplace  z  par  (tz,  et  fju  par  -^,  <!t  désignant  une 

quantité  infiniment  petite,  on  trouvera,  pour  toutes 
les  valeurs  de  et  .3  comprises  entre  les  limites  —  i , 
w-  I ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  pouc  toutes  les 
valeurs  d^  z  comprises  entre  les  limites 


I  I 


t  -i-  -  (oo8.9H-y''w  «0.9)  H Cco8,2$+y^— ^  sia-ift) (1— «I 


Z^ 


H (cos.  2  0  H-^-i  sin.  36)  (i  — «)(i  —  a<») 

1.2.3  '  ^ 

4-  &c, ( 

ia  =  H — 

Tare  ^  étant  déterttkié  par  ia  formule 
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Si  maintenant  on  fait  décroitrc  iddéBoiment  dan« 
{équation  (25)  fà  valeui'  aumérique  dô  et,  on  trou- 
vera ,  en  passant  aux  Kmftcs , 

I  H (cos.9-H-j/^8in.B)  H (cos.iG-^-y'iâsin.iB)! 

I  1   •  Z 

/^    \/  -+-     —  (cos.39-4^  yCTsin.  36)-+-&c. < 

^ayj  V  1.2.3    ^         -»  ^  ^    '  |j5n=-hOO 

.  •     «  •  «  • 

II  reste  à  chercher  la  limite  du  produit 

(l-4-2ût^cos.a-HûL*2*) /*  (cos.  — -+-y^— I  sin.  — Y, 

■        •  -  ■ 

f 

et  piir  conséquent  cette  de  chacune  des  qaantité» 
Or ,  en  premier  lieu ,  si  Fon  fait 

2  CtZ  COB.  0  -*-  et*  Z*   =   6  , 


on 

en  conclura 

•     • 

, 

(l-4-2ctZC0S.6-Hût 

Az')'^  —  {\-+- 

«)• 

IC0S.9  +  — 

« 

par  suite 

•                        •  1 

/l>7» 

.  (  I  -^2AZC9!Hi  -^  êt^x  *) 

T  -1    1 

"a- 

i 
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De  plus,  la  vaieur  de  s  donnée  par,  1  équation  (26) 
étant  infiniment  petite ,  le  rapport 


COS.  /$ 


teng.'^  'fin.  ^\ 

aura  pour  limite  Tunité  ;  et ,.  comme  on  tire  de  i  e- 
quation  (26) 

tang.  s     z  sin.  9 

et  I  -j-cta  COS.0    * 

s  s  z  sin.  8 


A  tang.  ^    *    I  H-  ftf  COS.  0   * 

on  trouvera ,  en  passant  aux  limites , 

iim.  (~ j  =  z  sin.  ô. 

Cela  posé,  il *est clair  que  le  second  membre  de  Fé- 
qi^tion(25)aura  pour  limite  l'expression  iqiaginaire 

€  *  ^^^'    [cos.  (z  sin.  6)  -+-  |/— I  sin.  (z  sjln.  u  )  J  , 

en  sorte  que  la  formule  (27)  deviendra  ' 


z* 


I  H (cos.9-+-i/^sin.6)  H (cos.zS-h  i/— i  «in.ij) 

I  ^  i»%      .  ^ 


z=4-00' 


2  COS.y   _  «An  /  .        ,         .       A  \  "ï 

=  ^  [ços.  (;5  6in.9)  -H  1/ — i  sm.  {z  sin.6J  j 

la  valeur  de  la  variable  réelle  z  étant  complètement 
arbitraire,  puisquellè  peut  être  choisie  à  volonté 
entre  les  valeurs  extrêmes  z  =  —  oo,  z=-+-cx>. 

Corollaire  ly  Si,  en  comparant  les  deux 
membres  de  l'équation  (28),  on  égale  de  part  et 


1."   Ï^ARtlÉ.    CfLA9!   ne.  âOÏ 

tfautre  ï/  les  parties  réelles >  2/  les  coeÊciensdé 
y^ ,  on  obtiendra  les  deux  ^nations  réelies       ' 


j 


•  • 


I  -H  -^  COS.  ô  -i-  —  cos,  2Ô  -*-  &C. .  .  . 

I  1.2. 


=  C*^        COS.  (^  «în.  fl)  ,  (««--00 

—  sin.  ô  -♦*  —  «iû.  2  g  H-  &C. . .  • 


I  i.a 


.      J8CO8.B    . 


=  C 


sin.  (^  sin.  6). 


Corollaire  2/  Si  ion  suppose ^  =  — ,  ou ,  ce 

qui  revient  au  ménie ,    ces.  0  =  0,  sin.  ô  =  i  ,  les 
équations  (2^)  deviendront 

1  I  -T ^ 7 — ;OCC...  ;aico«,.^  .  ,  .' 

I !•  OCC...  :^=  sin.  Z.  ^  -^ 

.V  '  .         ••2. 3 

Ces  dernières  i&ubsistant,  aussi  bien  que  les  «équa*^ 
tions  (2^),  pour  des  valeurs  réelles  quelcpnques  de 
z,  il  en'résulte  que  les  fonctions  sin.  z  et  00s.  z  sont 
toujours  développabies  en  séries  ordonnées  suivant 
les  îpùissances  ascendantes  d^  la  variable  quelles 
renferment.  Comme  cette  proposition  mérite  detre 
remarquée ,  je  vais  la  démontrer  ici  directement. 
La  série 


X  x^ 


1 .2 


étant  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
possibles  de  la  variable  a:,  restera  convergente  [en 
vertu  du  i .*'■  théorènie ,  corollaire  ï.*']  pour  des 


SOS  «09Rfl   DUKAl^Vigfi;. 

rieurs  ttiiagi»9titis   (fuélconqv^s  4e  tette   i 
par  la  somme  de  ia  série  seuiblabie 


y  y 


X 


»    \    y. 


en  ayanA  jpgard  à-Ia-fpis  au  3  /  théorème  du  pfekiù^ 
paragraphe ,  et* Il  Ta  ifbrtàiilc  (6  )  dtt  Vlfl.^  chapitre 
[  §•  4  ]  »  on  trouvera  ^  pour  toutes  les  valeurà  pos- 
sibles réelles  ou  imaginaires  attribuées  à  j;  et  4  y. 


*■  t 


V  I  î  .1 

Ï^Qi'sque^  dànl  f  ftjuatîoii  qt>i  précède^  on  "remplace 
a:  par  jp<j/^  et  y  par  y  j/^ ,  cm  obtient  la  suivante 


J.     ;>    «=•    ' 


^ns  kqueHe  bit  pourra ,  si  Ton'  téut ,  supposèî' 
ré^.fles  les  variaMes  a:  et  y.  Faisons,  datas  cette  îiy» 
pothèse, 

^     ^  I  I .2  1.2.3 

L  équation  (2  2)  deviendi*a 


I."  PARTIE,   ça AP.-fX.  feOS 

et  Fon  eti<H)nclura  [voyez  le  chapitre  VHI,'§.  j'i 

éqaatioii'(i2)]  , 

'  *     _  ■ 

ou  y  ce  qui  revient  au  même , 

1      _}.       s  ■     ■      .—.       m  ..»        ~. ^m  U|h.  Il    ■       I 

1  1.9  I  .2.3  I  .  2.3.4    . 

(33){  -- ^. !::::} 

=  A'  (ços,  ior  "H  y/— I  sin.  io:) , 

les  lettres  A  ci  b  représentant  deux  constantes  in- 
connues ,  dont  la  première  est  nécessairement  posi- 
tive. On  aui'a  par  suite 

i  — ^ 1 7  —  ikc. . .  •  =  A^  COS.  &x , 

I  .a  1 .2.3.4  "    «/" 

<34)(  !::;: 


*^ 


---+-&C.-.,  ^-4    sin.  &.r« 


1         .1.2.3 

Pour  déterminer  les  constatrtei  incônfiues  ^  et  b^ 
il  suffira  d'obscîrver,  i.**  que  les  formules  (34)  doi- 
vent subsister  lorsqu'on  y  change  a:  en-^x,  et  que, 
pour  remplir  cette  condition ,  il  faut  nécessairement 
supposer  * 

A''  ^  A'^\ 


par  conséquent  A=:î  ;  2."*  que,  si  après  avoir  di- 
visé par  a:  les  deux  memi)res  de  ia  seconde  des  Tor- 


/ 
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mutes  (  j4)  ^^  f^*  converger  la  variable  a:,  vers  la 
limite  zéro ,  ie  premier  membre  convergera  vers  la 
limite  i ,  et  le  second  membre ,  savoir , 

m 
'  ■  -  * 

Ax    sin.  bx  Ax     sin.  hx         « 

jl   ._  z= /4    — r y.  b  ,' 

X  .hx  '    . 

vers.bi  limite  A;  d'où  résulte  I équation  ô=i.  Cela 
posé  ries  foiniuîes  (33)  et  (3  4)  deviendront  respec- 
tivement 

.1  i.i  i  .2.3  1.2.  J. 4 

13  s)  \        -^-^c { 

I 1 r  —  &C...  =  CÔS.^.  r 

I.—       1.2.3.4  -       /Jx  =  — OC 

—h-  (xC.  =  sin.  X. 


I  1.2.3 


Si  dans  les  deux  dernières  on  remplace  la  variable  .r 
par  la  variable  z,  on  retrouvera  les  formules  (30). 

Il  jBst  essentiel  d'obçerver  que  I  équation  (35), 
lorsqu'on  y  suppose  jï;  =  ^sin.  9,  fournit  le  déve- 
loppement de 

COS.  (z  sîn.  9j -+-  -j/— I  sin.  (.3  sîn.  9) 

suivant   les  puissances"  ascendantes  de  z.  Si   Ton 
multiplie  ce  développement  par  celui  de 
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en  ayant  égard  à  la  formule  (3  1  )  qui  subsiste  pour 
*  toutes  ies  valeurs  réelles  et  imaginaires  des  variables 
qu  elle  renferme ,  on  obtiendra  précisément  Téqua- 
tion  (28). 

3.*  Problème.   Trouver  la  somme  de  la  série. 

-(cos.6-4-j/— I  sin.6),  — ^ — (cos.20-4-|/-T  sin.26), 
(cos.36  -H  -^/^ I  sin.  3Ô)  ,  &C. .  .  . 


z"^ 


3 


dans  le  cas  où  l'on  attribue  à  la  variable  z  une 
valeur  comprise  entre  les  limites 

Z  =  —  I,      ^  =  -HI. 

I  Solution.  Si  Ion  prend  à  l'ordinaire  la  lettre  / 
pour  la  caractéristique  des  logarithmes  népénens, 
on  aura  ' 

(l-H2^cos.  9-f-5  j""     =e*  , 

et  par  suite  l'équation  (21)  pourra  être  mise  sous 
la  forme 

l  ^ 5(cos.9-^y^«.,  siii.9)-H^--^^-- — -«'(coB.29-hy^ZTsm.2j) 

*  I   •  • 

-*-&c.  ! {  ~""' 

•^/* /(l-t- 2  «COS.9 -+-«*)  p  .— « 

=  .^  [cos,  fxs  -♦-  /-i  sin..^^j  , 

la  valeur  de  s  étant  toujours  donnée  par  la  formule 

TOM.   I.  V 
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(18);  Si  dans  f équation  précédente  on  développe 
ies  deux  facteurs  du  second  membre  en  séries  con- 
vergentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascen^ 
dantes  de  [à, ,  puis ,  que  Ion  elSectue  le  produit  des 
deux  développemens  à  l'aide  de  la  formule  (3  i),  on 
trouvera 


fl-â—/~^ 


1  ■ 

1 

>  ^vvB.  g 

-r-y 

I  •  * 

*      \%iV» 

».  aQT^  —1  ■*«•  *( 

&c.  . 

C«=— I, 

• 

|«=S+I 

= 

1  -«- 

I    L  a 

A^ 

'^  ZZ  oos.  9  -i-  ^ 

•)* 

*1/-]  . 

-+- 

1 .2  >- 

^/(l  -H  ZZ  cos.ô  -H  Z^)  -f- 

./: 

T.]*  -i.&c.... 

Enfin,  si,  après  avoiriretranehé  l'unité  de  chaque 
membre ,  puis  divisé  les  deux  membres  par  ft ,  on 
fait  converger  la  quantité  ^  vers  la  limite  zéro  ,  on 
obtiendra  1  équation 


4m  ^  ~ 

—  (cos.  g  H-  y^HTsin.  9)  — •  — -  (cos.  26  -f-y'ZT  sin.  aG) 
(37)/     H-&C 


s  t=S-f-  1 


la  valeur  de  z  devant  être ,  comme  dans  l'équation 
(21),  comprise  entre  les  deux  limites 

—  I   et  -+-  I . 

Corollaire  ly  Si  l'on  égale,  dans  les  deux 
membres  de  l'équation  (37)9  i.°  les  p^ities  réelle^, 


I."  PARTIE.    CHAP.    IX.  307 

a.*  les  €oefficiens  de.  >/^ ,  et  que  Ton  remette 
pour  s  sa  valeur  déterminée  par  la  formule  (  1 8) , 
on  obtiendra  les  deux  équations  réelles 

— ^cos.g COS.  2  9 -H  — COS.  3  A  —  «ce... 

=  7/(1   -f-  2 -S  COS.  6  -*^  Z^)  ,  r  N 

^^     M    -^sin.  9 — -^sin.iflH sin.  îj -+- &c.. .     (*  =  -*■') 

;s  sin.  9 

z=  arc  tanff. 5-, 

»      I  Hr  ;i  COS.  t 

Corollaire  2/  Si  1  on  suppose  0  =  — ,  ou ,  ce 

qui  revient  au  même ,  cos.  0  =  0,  sin.  0  =  i  ,  la  se- 
conde des  équations  (3  8)  deviendra 

(39)      '^ ' &€...=  arc  tang.  Z.  l 

La  série  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière équation  étant  convergente  non  -  seulement 
pour  toute  valeur  numérique  de  z  inférieure  à  l'u- 
nité, mais  aussi  lorsqu'on  suppose  z=  i  [voyez  le 
chapitre  VI ,  §.  3  ,  3  .^  théorème  ] ,  il  en  résulte  que 
l'équation  subsistera  dans  cette  dernière  hypothèse  ; 
et ,  comme  on  a  d'ailleurs 

arc  tang.  (i)  ==  —  , 

on  en  conclura 

(4o)        I  — -  -*-  -^i — ^^••&c.'.  ,.  =  --. 
La  formule  (4o)  peut  servir  à  calculer  par  appoxi- 
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mation  la  valeur  de  tt  ,  c  est-à-dire ,  le  rapport  dé 
lu  circonférence  au  diamètre. 


5.  3.*  Notations  emplaifies  pour  représenter  quelques 
Fonctions  imaginaires  auxquelles  on  est  conduit  par 
la  sommation  des  séries  convergentes.  Propriétés 
de  ces  mêmes  Fonctions, 

Considérons  les  six  notations 

A    ,         sin.  X  ,         COS.  X  p 
LiX  p   arc  sin,  X  ,   arc  cos.  X, 

Si  Ton  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  réelle  ,  ces 
six  notations  représenteront,  comme  Ton  sait,  au- 
tant de  fonctions  réelles  de  x ,  qui ,  prises  deux  à 
deux ,  seront  inverses  Tune  de  l'autre ,  c*est-à-dire , 
données  par  des  opérations  inverses ,  pourvu  toute- 
fois que,  A  désignant  un  nombre,  L  exprime  la 
caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont 
la  base  est  A.  Il  reste  à  fixer  le  sens  de  ces  mêmes 
notations ,  dans  le  cas  où  la  variable  x  devient 
imaginaire.  C'est  ce  que  nous  ferons  ici ,  en  com- 
mençant par  les  trois  premières. 

On  a  prouvé  que ,  dans  le  cas  où  la  variable  x 
est  supposée  réelle ,  les  trois  fonctions  représentées 
par 

A    p      sin.  X  p  '*'  COS.  X  p 

sont  toujours  developpables  en  séries  convergentes 


;    C 
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ordonnées  suivant  les  puissances   ascendantes  et 
entières  de  cette  variable.  On  aura,  en  effet,  dans 
.    cette  h^othèse , 

\^)  (  cos.a:  =  i 1 —  &c.... , 

^  1 .2       1 .2,3 .4 

X  x^ 


sin,  X  -=1 \r  &C. 

I  1.2.3 


fa  caractéristique  /  désignant  un  logarithme  népé* 
rien.  De  plus,  comme  [en  vertu  du  i .^"^  théorème , 
corollaire  1.*',  §.  2]  les  séries  qu'on  vient  de*  rap- 
peler restent  convergentes  pour  toutes  ips  valeur$ 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x,  on  est  con- 
venu d  étendre  les  équations  (i)  à  tous  les  cas  pos*- 
sibles,  ètxie  les  considérer  comme  pouvant  servir  à 
fixer ,  lors  même  que  la  variable  devient  imaginaire , 
le  sens  des  trois  notations 

A     f      un.  X ,      COS.  iîT.. 

Observons  maintenant  que ,  si  dans  la  première 
des  équations  (i)  on  fait  A^=.e,  e  désignant  la  base' 
des  logarithmes  népériens ,  on  en  tirera 


X  JT* 


(2^  e""  =   I  H 1 H  &C...  , 

puis ,  en  écrivant  successivement ,  au  lieu  de  x  ^ 


I   ■  \ 


xlA  ;     xY'^i  y     -^isc  y^i 
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'  I.*  1.2.3  "* 


mmmX 

é 


On  aura  par  suite 

xlA  .» 

e  :=:  A    f 

\h)\    e        '  =  COS.  j:  -4-  1/— I  siii.x 


—  COS.  .r  —  "^/—i  sin.  «r , 

la  variable  a:  pouvant  toujours  être  ou  réelle,  ou 
imaginaire.  De  plus,  Féquation  (31)  [§.  2]  don^- 
nera ,  quels  que  soiçtit  x  et  y , 

(5)  e'  .e^  —  è'^^: 

Cela  posé ,  il  deviendra  facile  d  obtenir  sous  forme 
finie  les  valeurs  de  A\  skn.â^,  et  cos,a: ,  correspon- 
dantes à  des  valeurs  imaginaires  de  la  variable  jc. 
En  effet,  si  Ton  suppose 

CL ,  Ç>  représentant  des  quantités  réelles  ,  on  con- 
clura des  deux  premières  équations  (4)  jointes  à 
Féquation  (5) 

.^  ^    jclA        {ûi+CV~i)lA        cLiA      eMi/r^ 
A  =e        =ze  =e        .e       ^ 
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et  des  deux  dernières  équations  (4) 

e  -H  c 

•^   1      €08.  JT  = 


puis ,  en  remettant  pour  x  sa  valeur  et  -h  C  -j/^  , 
et  développant  les  seconds  membres, 

e   -k-  e  e   ^-^  e 

cos.a?=  COS.  A— sin.ûL.  i/— I , 

(  O)  V  ^     -4-  C  «     —  ^  -— 

2  2  ^ 

=  cos.  (^  — ct-C/:::^) 

Ainsi ,  dans  l'hypothèse  admise ,  les  trois  notations 

A    ,      sin.  J?  ^      COS.  1^    '  .' 

désignent  respectivement  les  trois  expressions  ima- 
ginaires . 

A*  (cos.  ÇlA  -♦-  |/*-i  sin.  QlAy, 

e   -he  e   —e 

sin.  et  H ^cos.  ût.tA-i  , 

2  2  r  » 

e   -^  e  e   —  e      ^  

-* •  cos.  cC-^  »— siû.  flt.K— «• 

1  a  ^1 

Dans  la  même  hypothèse,  si  Ton  fait  A:=ze,  l  équa- 
tion (7)  fournira  pour  la  notation 
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la  valeur  suivante 

e*  (  COS.  G  -H  |/^  sin.  Q  ). 

Les  valeurs  des  trois  fonctions 

A.    ,      sin.  X  ,      COS.  07 

se  trouvant  fixées  par  ce  qui  précède ,  dans  le  cas 
où  la  variable .r  devient  imaginaire,  nous  avons  en- 
core à  chercher  quelles  définitions  on  doit  donner , 
dans  le  même  cas ,  des  fonctions  inverses 

LiX  ,      arc  sii>.  «r  ,      arc  ces.  X  , 

OU  plus  généralement  quel  selis  on  doit  alors  attri- 
buer aux  notations 

L  ((.r))  ,       arc  sin.  ((o^))  ,      arc  cos.  ((j?)). 

Supposons  toujours 

X  =:  €L-\r  Q  |/— i  =  P  (cos.  9-4-  )/— i  sin.  0\  , 

CL  y  C  désignant  deux  quantités  réelles  qui  peuvent 
être  remplacées  par  le  module  y?  et  Tare  réel  ô.  Toute 
expression  imaginaire  u-ï-v  y~\  propre  à  vérifier 
lequation 

(lo)  ^«-*-^V^  r=ct-hC/=7  =  X 

sera  ce  qu'on  appelle  un  logarithme  imaginaire  de 
X  pris  dans  le  système  dont  la  base  est-^.  Comme 
lequation ( i o)  fournit,  ainsi  qu'on  le  verra  ci^iprès > 
plusieurs  valeurs  de  w  -h  t;  '/~\ ,  dans  le  cas  même 
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OÙ  C  se  réduit  à  zéro ,  il  en  résuite  que  toute  expres- 
sion I  soit  imaginaire ,  soit  réelle ,  a  plusieurs  loga- 
rithmes imaginaires.  Lorsque  l'on  voudra  désigner 
indistinctement  un  quelconque  de  ces  logarithmes 
[parmi  lesquels  on  doit  comprendre  le  logarithme 
réel ,  s'il  y  en  a  ] ,  on  emploiera  la  caractéristique  L 
ou  /  suivie  de  doubles  parenthèses ,  en  ayant  soin 
d  énoncer  dans  le  discours  la  base  du  système.  Nous 
choisirons  de  préférence  la  caractéristique  l,  lors- 
qu'il s'agira  de  logarithmes  népériens  pris  dans  le 
système  dont  la  base  est  e.  En  vertu  de  ces  conven- 
tions ,  les  divers  logarithmes  des  quantités  réelles  ou 
expressions  imaginaires 


I  ,     —  I  ,     flL-Hbl/^— I  ,     X 


se  trouveront  respectivement  désignés»  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  par 

£((!)),  L((-i)).  L((ctH-C/::ï.)),  L((4, 

et,  dans  le  système  népérien  dont  la  base  est  e,  par 

Cela  posé ,  pour  déterminer  ces  divers  logarithmes, 
il  suffira  de  résoudre  les  problèmes  suivans. 

1."  Problème.   Trouver  les  diverses  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  P expression 

SoLUTiOff.  Soit  tt-Hvy^  Tune  de  ces  valeurs, 
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u,  V  désighant  deux  quantités  réelles.  On  aura, 

d'après  la  définition  même  de  l'expression  /  ((  i  )) , 

•  • 

(il)  ^"•+-^>^==i, 

ou ,  ce  qui  revient  au  méttie , 

e^  (cos.  V  H-  "j/— I  sin.  t;)  =  I. 
On  tirera  de  cette  dernière  équation  ' 

côs.  V  -4-  |/--^  sin.  i;  =  I  ^ . 

«  pài-  suite 

t/  =  G  , 
COS.  î;=:I,     sip.  Î;  =  O  ,     i;=:dr2^^, 

k  i*eprésentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 

quantités  ueiv  étant  ainsi  déterminées  ^  les  diverses 

•     valeurs  de  m-hvj/-*«  propres  à  vérifier  1  équation 

(il)  seront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

En  d'autres  termes ,  les  diverses  valeurs  de  /((i)) 

seront  données  par  l'équation 

<  .  ''.  ■ 

(la)  /((i))=:db2yt'7r.]/=T. 

Parmi  ces  valeurs  une  seule  est  réelle  s  savoir ,  celle 
qu'on  obtient  en  posant  ^=o ,  et  qui  se  réduit  elle- 
même  à  zéro.  C'est  pour  représenter  cette  valeur 
réelle   qu'on   emploie  communément   la  notation 
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/(l)     OU     II. 

duant  aux  valeurs  imaginaires  dé  /((i))i  elles  sont 
évidemment  en  noitibré  infini. 

2/  Problème.  Trouver  les  diverses  valeurs  de 
rexpression 

V  •  '((-*»• 

Solution.  Soit  u-^vy~i  iune  de  Cêi  Valeur^, 
u,  V  désignant  deux  quantités  réelles.  On  aura , 
d'après  la  définition  même  de  l'expression  /((^-i))' 

(13)       .e*+''»^==-i, 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 

e"*  (cos.  v  -4-  |/~  sin.  v)  =  —  I . 
Ort  tirera  de  cette  derilièfe  équation . 

COS.  V  -+-  |/~i  àin.  î;  rîi  ^*-  I  ; 

et  par  suite 

tt  =  0  , 

cos,v=  —  I,    sîn.i;r=o,    i;=:=h(2Â'-H  l)7r  , 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  u,  v  étant  ainsi  déterminées,  les  diverses 
valeurs  de  w-hvj/^  propres  à  vérifier  l'équation  (13) 
$e  trouveront  comprises  dans  la  formule 
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En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  /(( — i)) 
seront  données  par  I  équation 

(14)  /((-i))  =  ±(2*  +  i)'7r/=7. 

Par  conséquent  ces  valeurs  seront  toutes  imaginaires 
et  en  nombre  infini. 

3.*  Problème.  Trouver  les  diverseé  valeurs  de 
i^  expression 

/((ct-f-C]/=7)). 

Solution.  Soit  u-^v y^  lune  de  ces  valeurs. 
On  aura,  d après  la  définition  même  de  l'expression 

/((«.H-C/^:)), 

(15)      c"+*V^  =  ct-f-€/=7=y>(cos.9-»-V^Hn.Ô) , 

1 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

C*  (cos.  V  -H  j/^  sin.  v\  :=.(>  (cos.9-4-  |/^  sin.9  j , 

f  désignant  le  module  de  ûl  -f-  €  )/^.  On  tirera  de 
iequation  précédente 

COS.  V  -H  ]/— 1  sin.  V  "==■  COS.  6  -H  1/— 1  sin.  9  \ 

et  par  suite 

cos.V  =  COS.  9  ,    sin.t;  =  sin.9  ,    i;=zz9±2^7r, 

^  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les 
quantités  u,v  étant  ainsi  déterminées  >  les  diverses 
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valeurs  de  u-^-v  y~\  se  trouveront  comprises  duu* 
ia  formule 

Eln  «Tautres  termes,  les  diverses  valeurs  de 

/((ot-»-C/^)) 
seront  données  par  l'équation 

H  est  bon  d'observer  que  dans  cette  dernière  équa- 
tipn  la  valeur  de  f  est  complètement  déterminée , 
et  égale  à 

tandis  que  Tare  ô  peut  être  l'un  quelconque  de  ceux 
qui  ont  pour  cosinus    %'  ^, — ^ry  et  pour  sinus 

Corollaire  ly  Si  l'on  fait,  pour  plus  de  com- 
modité , 

(ly)  ^=arctang.  —, 

» 

il  sera  facile  d'introduire  dans  la  formule  (i6)  l'aix  ^ 
au  lieu  de  l'arc  6.  En  effet,  on  pourra  supposer 

si  d  est  positif,  et 
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si  <L  eftt  négatif.  On  trouvera,  daqs  ia  première  hy- 
pothèse , 

(i8)  /((<t^CyCr))=/(/)H-Ç/::7H-/((,)); 

et ,  dans  la  seconde ,  «    . 

(19)  %-^C/:^))=/(y.)^(/r7H-7r/i:T-H/((i^. 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  en  particulier 
ct-+-b  )/^=:-r- I  ,  c'est-à-dire,  ct=: — i,  €=0, 
et  par  suite  /  =  i  ,  ^=  o  ,  on  obtiendra  la  suivante 

(20)  /((^i))  =  .r/^ -H /{(.)).  . 

II  en  résulte  qu'on  aura  généralement ,  pour  des  va- 
leurs négatives  de  et, 

(21)  /((c^C/=7))^/(y,)-H^/Z7-H /((_,.)). 

Supposons  maintenant  que  dans  les  ifprmules  (  1 8) 
et  (  2 1  )  on  substitue  à  la  place  de  f  et  Ae  F  leui-s 
valeurs 

(ût*  -4-  G*  j  ^     et     arc  tang. 

On  trouvera  pour  les  diverses  valeurs  de 

/((a  h-  C/^)) 
I.*,  si  fit  est  positif, 

~  l{  ct'-H  <^* )-H  (arc  tang.  ^  )  /-'  "^  '  ((  0)  J 

2 .° ,  si  fit,  est  négatif ,        . 
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/((ctH^€l/:37))=:    • 

(23)  {  _ 
^ /(^^H.C*)^  (arc  Ung.  f  )  /;-.  -^  /((-l)). 

Corollaire  2f  Si  dans  les  équations  (22)  et 
(23)  on  suppose  €=  o  ,  elles  donneront  respective- 
ment,  pour  des  valeurs  positives  de  et , 

(24)  /((4=  /(flc)  -H  /((  I  ))  =  /  (d;)  ±  2  >t  TT  /=:?  , 

et  y  ppur  des  valeurs  négatives  de  ^  , 

(2  5)       /((<t))=/(-«.)-H/((- 1  ))=/(-<t)^(2>t-H  I  )7r/^, 

^  devant  toujours  être  un  nombre  entier.  II  suit  de 
ces  dernières  formules  qu'une  quantité  réeile  cl  a 
une  infinité  de  logarithmes  imaginaires ,  paitni  les- 
quels se  trouve  un  seul  logarithme  réel ,  dans  le 
cas  où  ût  est  positif.  On  obtient  ce  logarithme  réel , 
désigné  par  la  notation  simple  1{cl)  ou  /ce,  en  posant 
dans  l équation  (24)  k^=o. 

'  ScHOLiE  1/''  Parmi  les  diverses  valeurs  de  /((i)), 
ainsi  qu'on  l'a  déjà  remarqué ,  il  en  est  une  égale  à 
zéro  ,  que  l'on  indique  par  la  notation  /(  i  )  ou  /  i , 
en  faisant  usage  de  parenthèses  simples,  ou  même 
les  supprimant  tout- à- fait.  Si  l'on  substitue  cette 
valeur  particulière  dans  l'équation  (22),'  on  ob- 
tiendra une  valeur  correspondante  de 

T|ue  l'analogie  nous  porte  à  indiquer ,  à  l'aide  de  pa- 
renthèses simples  ,  par  la  notation 
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C  est  ce  que  nous  ferons  désormais.  Par  suite ,  on 
aura ,  en  supposant  al  positif ,  ' 

(26)      /(a^€/^)  =\  /(ût'-f-Ê*)  -4- (arc  tang.  ^)|/^. 

Si  au  contraire  et  devient  négatif,  —  (L  étant  alor* 
positif,  on  trouvera 

/( — CL — c  |/-^)  =7  /(ût*-+'C*)-l-rarc  tang.  -^  j  V^ n 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

'  (27)    /(— et— €|/-^i)  =  ^  /(ct*-HC*)-»-Urc tang.  -  j .-j/^i . 

En  faisant  usage  des  notations  précédentes  ,  on 
réduira  les  équations  (22)  et  (23)  à  celles  qui  suivent 

(28)  %+€/^))  =  /(ct  +  e/r;)^/((i)), 

(29)  /((ct^€/:i^))  =  /(_ct-€/::T) +  /((-!)), 

ia  première  se  rapportant  à  des  valeurs  positives  de 
et ,  et  la  seconde  à  des  valeurs  négatives  de  la  même 
quantité.  En  d'autres  termes ,  suivant  que  la  partie 
réelle  d'une  expression  imaginaire  représentée  par 
X  sera  positive  ou  négative ,  on  aura 

(30)  /((.r))=:/(x)  -H  /((!)), 

ou  bien 

(3,)  /((.r))  = /(-a:)  *./((-.)). 
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Eu  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire ,  on  voit  que 
ta  notation 

a  une  signification  précise  déterminée  par  I  equa« 
lion  (26),  dans  le  cas  seulement  où  la  partie  réelle 
de  l'expression  imaginaire  représentée  par  \a7  est 
positive ,  tandis  que  la  notation 

a  dans  tous  les  cas  possibles  une  infinité  de  valeurs 
déterminées  par  Tune  des  équations  (28)  et  (2^). 

4.*  Problème.  Trouvât  les  diverses  valeurs  dç 
ïeùcpression 

.£((*^C/Z7)),         . 

la  caractéristique  L  indiquant  un  logarithme  pris 
dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

Solution.  Soit  toujours  u-v-v-/^  l'une  des 
valeurs  de  l'expression  que  l'on  considère.  On  aura^ 
d'après  la  définition  même  de  cette  expression , 

(32)  A^  ^^"^      ~    ÙU-hC-/^    y 


/ 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

e  =  et  -+-  G  |/-i  ^ 

/  étant  la  caractéristique  relative  aux  logarithme^ 
népériens.  On  en  conclura 

( M -H  i;  |/<^) /-^  = /((et  ~i- C  i/-^)) , 

et  par  suite  / 

TOM.  1.  X 


) 
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OU ,  en  d'autres  termes  , 

■ 

Cette  dernière  équation  subsiste  dans  le  cas  même* 
où  Q  sevanouit ,  cest-à-dire ,  lorsque  l'expression 
imaginaire  ct-t-Çi/— »  se  réduit  à  une  quantité  réelle. 

ScHOLiE»  Si  l'on  suppose  la  quantité  cl  positive  » 
àMa  valeur  particulière  de  /((et  -h  €)/^))  repré- 
sentée par  /(ct-H^)/—!)  correspondra  une  valeur 
particulière  de  /.((ct-nC)/^)),  que  l'analogie  nous 
porte  à  désigner  à  l'aide  de  parenthèses  simples  par 
là  notation  //(ct-f-G  >/— ^.  Cela  posé,  on  aura, 
pour  des  valeurs  positives  de  et ,  ^ 

^^    ^  \  arc  tang.  - 

De  plus,  si  dans  l'équation  (33)  on  substitue  pour 
/((oL  -f-  ^V^l)  ^^  valeur  tirée  successivement  de»* 
formules  (2 8)  et  (I9),  on  trouvera,  pour  des  valeurs 
positives  de  la  quantité  cl  , 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité^ 
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=  Z,  (- et  -  € /^  ) -hX((- 1)). 

En  (Taùtres  termes ,  suivant  que  la  partie  récHe 
d  une  expression  imaginaire  représentée  par  x  sera 
positive  ou  négative,  on  aura 

(37)    Z.((«))  =  £{x)-+-i({.))=-L(*)±.~^, 

bu  bien 

(38)  z.((4=i(^)-*-z.(HS^i(^)=tlli:^^J^S, 

k  désignant  un  nombre  enlier  (juclconquc.  On  peut 
ajouter  que  des  deux  formules  précédentes  la  pre- 
mière subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  posi- 
tives de  la  variable  x ,  et  la  seconde  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  négatives  de  la  même  variable. 

Après  avoir  calculé  les  divei's  logarithmes  de 
[expression  imaginaire 

proposons  -  nous  de  trouver  les  arcs  imaginaires 
dont  le  cosinus  est  égal  à  x.  Si  Ion  désigne  par 

arc  COS.  ((^))  =  W -+- V  )/— I 

Fun  quelconque  de  ces  arcs ,  on  aura ,  pour  déter- 
miner M-i-vy^— « ,  i  équation 

COS.  (w -H  !;]/—>)  =  ûC -H  C]/  —  i   , 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

\39/       COS.  tt — ^ ' — sin.l^.  y -*•!  =  ct-4-b|/— I , 


X* 


I 
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laquelle  se  divise  en  deux  autres  »  savoir  ^ 

\I\0)  '      ■  C0(3.  tt  =  ût ,      8in«  1/  =  —  \o. 

A  ces  dernières  on  peut  substituer  le  système 
équivalent  des  deux  formules 

\*    f  GOf.  u  fin.  f»    ' 


C08.U  sin.tt 


]De  plus ,  si  Ton  élimine  v  entre  les  formules  (4  ^  )  r 
ou  en  tirera  successiVement 


<i'  C 


1 


€08.'  U  sin.    t« 


sin.*W  — (l  —  flL*— G*)  sin/M  — C*:=0; 

puis,  en  observant  que  sin/u  est  nécessairement 
une  quantité  positive  \ 

On  aura  par  suite 

s.  ^=— 1 — KL(— T— ;  -^  J 


COS. 

a  ^ 


~     i-Ht*-f-^*  /r/i4-€t*^*\* 


et ,  comme  [  en  vertu  de  la  première  des  écjuations 
(4o)]  COS.  tt  et  et  doivent  être  de  même  signe  ,  on 
trouvera,  en  extrayant  les  racines  carrées  , 


(42)cos.tt=  " 


1-+^*-+^' 


^/[(-£^)-_..]j^. 


CeU  posé ,  si  Ion  fait  pour  ptus  de  commodité 


) 


I."  PARTIE.    CHAP.    IX.  S25 

U:=z  arc  cos. — r 

(43)1      i^^-/[(^^)'-']r 

\  COS.  U  »m.  1/  /  ' 

on  conclura  des  équations  (40  ^^  (4  2) 

(44)  t/=:±  Z/dba^TT,      i;  =  ±F, 

^  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  et  les 
deux  lettres  U,  V  devant  être  affectées  du  même 
signe  ;  en  sorte  qu'on  aura  définitivement 

(45)  arc  COS.  ((^)) ~  ±  a^'TT  dt  (  Z7-H  Fy/^). 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  arc  cos.  ((^))  que  fournit 
Féquation  précédente,  la  plus  simple  est  celle  qu*on 
obtient  en  posant  ^  =  o  dans  le  premier  terme  du 
second  membre ,  et  prenant  l'autre  terme  avec  le 
signe  -H.  Nous  la  désignerons  à  Taide  de  paren- 
thèses simples,  et  nous  écrirons  en  conséquence 

arc  cos,  (o*^  =  Z7-4-  ?^|/— i. 

OU  même ,  en  supprimant  tout^-fait  les  parenthèses , 

{4^)  arc  cos.  a:  =^  U  '^  V  "^^^ 

Dans  le  cas  particulier  où ,  Ç>  étant  nul ,  ia  quan- 
tité <L  reste  comprise  entre  les  limites  —  x ,  -+- 1 ,  la 
formule  (46)  se  réduit ,  comme  on  devait  s'y  atten- 
dre,  à  l'équation  identique 

arc  COS.  et  =  arc  cos.  cL^ 

D'autre  part,  si  l'on  observe  qued=  T.k'TC  représente 
vj\  quelconque  des  arcs  qui  ont  l'unité  pour  côsmus-i 
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■  •  • 

on  reconnaîtra  que  i  équation  (45)  P^^t  être  mise 
sous  ia  forme 

■      «  ■  ■ 

(47)  arc  COS.  (j[.r))  =  db  arc  co$.  X  -H  arc  cos.  ((  l  )).  • 

Il  est  i^ncore  essentiel  de  remarquer  que ,  dans  le  cas 
oii  1  on  suppose  C=o ,  et  la  valeur  numérique  de  et 
supérieure  à  l'unité ,  l'expression 

arc  COS.  et 

/. 

obtient  toujours  une  valeur  imaginaire.  Cette  valeur 
sera  donnée  par  l'équation  ^ 

(48)  "  arc  COS.  et  =  l(ct)  .  |/— i 

si  CL  est  positif,  et  par  la  suivante 

%i  fit  devient  négatif. 

Considérons  maintenant  les  arcs  imaginaires  dont 
le  sinus  est  ,r=cL-H€)/^.  Si  l'on  désigne  un  qucU 
conque  de  ces  arcs  par 

arc  sin.  ((j:))  =  2i  -HV  -j/— 1  , 

on  trouvera  [en  ayant  égard  à  la  seconde  des  équa- 
tions (9)  ]       . 

^=sin.(tt-Hî;|/— i)  =  cos.rY — u — 'V^^A  ; 

et  l'on  en  conclura 

(50)      arc  sin.  ((^))  =:  W  -H  i;y^— i  = ^  arc  cos.  ((j:)), 

Si  dans  la  formulé  précédente  on  substitue  les  dî» 
verses  valeurs  de  arc  cos.  ^£^ ,  dont  Tunô  a  été  do* 
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signée  par  la  notation  arcoos.  (a:)  ou  arc  f^m/x ,  oh 
obtiendra  ies  diverses  valeurs  de  arc  gin.  ({^)),  do'rtt 
lune  sera  désignée  par  la  notation  arc  sin.  (.r)  ou 
arc  sin.  X ,  et  déterminée  par  ré(][uation 

(j  l)         arc  sîn.  X  -=:. arc  cos.  *r. 

A  Taidc  des  principes  que  nous  venons  d établir, 
il  est  aisé  de  reconnaître  les  propriétés  les  plus  es- 
sentielles dont  jouissent  les  fonctions  de  la  variable 
imaginaire  x  représentées  par  les  notations 

A    ,  cos.  X  ,         sin.  X  , 

LiX  ,   arc  cos,  X  ,   arc  sin.  X. 

Pour  obtenir  ces  propriétés ,  il  suffit  d'étendre  Içs 
formules  que  ces  fonctions  vérifient  dans  le  cas  où 
la  variable  x  est  rccile ,  au  cas  où  la  variable  de- 
vient  imaginaire.  Cette  extension  s  effectue  d  ordi- 
naire sans  difficulté  pour  chacune  des  trois  fonctions 

A^ ,     cos.  X ^     sin.  X. 

Ainsi,  par  exemple,  A,  B,  C, désignant  plu- 
sieurs nombres  ,  on  prouvera  facilement  que  les 
équations 

{  A' .A^  .A^  ...  =  A'^^^^'"y 
^^^^\  A'  .B'  .  C^  ...   =  {ABC.y, 

icos.  (  j;  -4-  y  )  =  COS.  X  cos.  y  —  sin,  X  sin.  y  ^ 
sin.  ^ .r  -4-  y  j  ==  sîn.  X  cos. y  -+-  sin.  y  cos.  X 

subsistent  également  pour  des  valeurs  réelles  et 
pour  des  valeurs  imaginaires  quelepnques  des  va- 
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riables  x,y,  z, ...  Mais,  si  l'on  considère  des  for- 
mules dans  lesquelles  entrent  les  fonctions  inverses 

LiX  jf    arc  COS.  X  ,     arc  sin,  X  , 

on  trouvera  le  plus  souvent  que  ces  formules,  éten- 
dues au  cas  où  les  variables  deviennent  imaginaires , 
ne  subsistent  plus  qu'avec  des  restrictions  considé- 
rables ,  et  pour  certaines  valeurs  des  variables  dont 
il  s'agît.  Par  exemple ,  si  l'on  fait 

et,  si  Ion  désigne  par  f/.  une  quantité  réelle  quel- 
conque ,  on  reconnaîtra  que  la  formule 

(54)     L{x)  •+-  L{y)  -H  Hz)  -+-  &c...  =  L{xyz...) 

subsiste  seulement  dans  le  cas  où ,  c(r ,  (t\  cc^,  &c.,. 
étant  positifs ,  la  somme 

arc  tang. H-  arc  tang.  —r  -H  arc  tang.  —rr  -H   &C.., 

Gw  Om  M* 


reste  comprise'  entre  les  limites ,  h —  ;  et  la 

formule  % 

(55)  L{x'^)  =  f^L{x) 

dans  le  cas  où ,  et  étant  positif,  le  produit 


fC  ,  arc  tang.  — 


reste  compris  entre  les  mêmes  limites* 
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CHAPITRE  X. 


Sur  les  Racines  réelles  ou  imaginaires  des  Équa^ 

tions  algébriques  dont  le  premier  membre  est 

.  une  fonction  rationnelle  et  entière  d'une  seule 

variable.  Résolution  de  quelques  Equations  de 

cette  espèce  par  l'algèbre  ou  la  trigonométrie. 


J.  l/'  On  peut  satisfaire  à  toute ,  Equation  dont  le 
premier  membre  est  une  Fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x  par  des  valeurs  réelles 
ou  imaginaires  de  cette  variable.  Décomposition 
des  polynômes  en  facteurs  du  premier  et  du  second 
degré.  Représentation  géométrique  des  facteurs 
réels  du  second  degré. 

Considérons  une  équation  algébrique  dont  le 
premier  membre  soit  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  la  variable  x.  Si  n  représente  le  degré 
de  cette  équation ,  elle  poun^a  ^  mettre  sous  la 
forme 

(i)     a^x^'^a^^xf'^'^  -^a^x^^-i-  ...H-fl«-,  x-¥'a^:=Op 

^o  >  ^1  >  «»  )  •••  ^«-i  j  ^n  étant  des  coefficîens  constans 
réels  ou  imaginaires.  On  appelle  racine  de  cette 
même  équation  toute  expression  réelle  ou  imaginaire 
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•qui,  substhuée  à  ia  place  de  l'inconnue  x,  rend  le 
premier  membre  égal  à  zéro.  Supposons  d'abord,  pour 
fixer  les  idées ,  que  les  constantes  «r.^ ,  «^ ,  «^  . . .  a^ 
se  réduisent  à  des  quantités  réelles.  Alors,  si  deux  va* 
leurs  réelles  de  x  substituées  dans  fe  premier  membre 
de  l'équation  (i)  fournissent  deux  résultats  entre  les- 
quels zéro  se  trouve  compris,  c'est- à -dire,  deux 
résultats  de  signes  contraires ,  on  conclura  du  cha- 
pitre Il  [  §.  2  ,  4-*  théorème]  que  Féquation  (  i  ) 
admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises 
entre  ces  valeurs.  Il  en  résulte  que  toute  équation 
de  degré  impair  aura  au  moins  une  racine  réelle. 
En  effet ,  si  n  est  un  nombre  impair ,  le  premier 
membre  de  l'équation  (i)  changera  de  signe  avec 
son  premier  terme  a^  .r" ,  toutes  les  fois  qu'en  attri- 
buant à  la  variable  x  des  valeurs  numériques  très- 
considérables  on  fera  passer  cette  variable  du  positif 
au  négatif  :  [voy.  le  8.^  théorème  du  chap.  H,  §.  i]. 
Lorsque  n  devient  un  nombre  pair,  la  quantité 
^r"  demeurant  positive  tant  que  la  variable  x  est 
réelle ,  le  premier  membre  de  l'équation  (  i  )  finit  par 
être,  pour  de  très -grandes  valeurs  numériques  de 
X ,  constamment  de  même  signe  que  a^.  Si,  dans  la 
même  hypothèse ,  a^  et  a^  sont  de  signés  contraires, 
le  premier  membre  changera  évidemment  de  signe, 
•lorsqu'on  passera  d'une  très- grande  valeur  numé- 
rique de  ^  à  une  très-petite ,  en  laissant  la  variable 
toujours  positive  ou  toujours  négative.  L'équation  (  i  ) 
aura  donc  alors  deux  racines  réelles ,  l'une  positive 
et  i'autrte  négative. 
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Lorsque ,  ?i  étant  un  nombre  pair ,  a^  et  a„  sont  . 
de  même  signe  ,  il  peut  arriver  que  le  premier 
membre  de  1  équation  (  i  )  reste  ,  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  a:,  de  même  signe  (jue  a^ ,  sans 
jamais  s'évanouir.  C'est  ce  qui  a  lieu ,  par  exemple , 
pour  chacune  des  équations  binômes 

a:*-+-i=o,  x^-^\=:Oy  j7^-+-i=o,  &c.... 

Dans  un  cas  semblable ,  l'équation  (  i  )  n'aura  plus 
de  racines  réelles  ;  mais  on  y  satisfera  en  prenant 
pour  X  une  expression  imaginaire 

u,.v  désignant  deux  quantités  réelles  et  finies.  Cette 
pî'opositron ,  et  celles  que  nous  venons  d'établir ,  se 
ti'ouvcnt  renfermeras  dans  le  théorème  suivant. 

1.*"*^  Théorème.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
réelles  ou  les  valeurs  imaginaires  des  cojis tantes 
à^y  û, ,  ...  a„_j  ,  ■«„ ,  l'équation 

(i)         a^x"-^a,j:''''  -h...  -+-a„_,x-ha^  =  o  , 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  cniier  égal  ou 
supérieur  a  l'unité ,  a  toujours  des  racines  î'éelles 
ou  imam?iaires. 

DÉMONSTRATION.  Désignons,  pour  abréger, 
par  /(j?)  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  : 
y*( j:)  sera  une  fonction  réelle  ou  imaginaire ,  mais 
toujours  entière,  de  la  variable  jc;  et,  puisque  toute 
expression  réelle  u  se  trouve  comprise  comme  cas 
particulier  dans  une  expression  imaginaire  m>v  j/-^; 
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ii  suffira,  pour  établir  le  théorème  énoncé,  de  cTé- 
moiitrer  généralement  qu  on  peut  satisfaire  à  i  équa- 
tion 

(i)  /(^)  =  o, 

en  prenant 

puis  attribuant  aux  nouvelles  variables  h  et  v  des 
valeurs  réelles.  Or ,  si  l'on  substitue  la  valeur  pré- 
cédente de  a:  dans  la  fonction  f[ai) ,  le  résultat  sera 
de  la  forme 


cp(u,  v) ,'  ^  (w ,  v)  désignant  deux  fonctiops  réell^i 
et  entières  des  variables  u  et  v.  Cela  posé ,  lequa* 
tion  (i)  deviendra 

et ,  pour  y  satisfaire ,  il  suffira  de  vérifier  les  deux 
équations  réelles 

(<f>(«,  «)  =  o, 
OU ,  ce  qui  revient  au  même ,  i  équation  unique- 

(3)    [<!>(«.  «)]*-^-[%K^)r=o. 

Donc ,  si  l'on  pose  pour  plus  de  commodité 

,  (4)       F{u,  v)  =  l<p{u,  v)y  -^[xi^Tv)]' , 
3  restera  seulement  à  montrer  que  l'on  peut  obtenir 
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des  valeurs  réelles  de  uetdev  propres  à  faire  éva- 
nouir la  fonction 

F{u,  v). 

On  y  pamendra  sans  peine  à  Taide  des  considéra* 
tions  suivantes. 

D'abord ,  pour  déterminer  la  valeur  générale  de 
la  fonction  F(u,  v)j  on  représentera  chacune  des 
constantes  réelles  ou  imaginaires  a^j  a, , ...  «««, ,  a^, 
ainsi  que  la  variable  imaginaire  u-^v  y/^ ,  par  le 
produit  d'un  module  et  d  une  expression  réduite  ( 
et  Ion  écrira  en  conséquence 

« -•- • 

(6)  u-\-v  |/— I  =r(cos.^-H  ]/— i»itt.^). 

On  aura  par  suite 

/(«  H- V  yfZT)  =  i)o  r"  [cos.(n/-h9a)-H/::78in.(»f-h9o)] 

(7)  ; 

-+-  i>«-.tr[cos.(f-+-"9„^J-+-/-.x8m.(f-h9„^,)] 
-h  jy„  (COS.  e«  H-  y  ^  8in.  9  J  ; 

et  l'on  en  déduira 


(8) 


f  (ii,  i;)=^o'-'*  cos.(nf-f-9o)-i- J>,  r"^' cod.(ii— I  .t-H9,  )-H... 

...  H-  J>n^i  r  COS.  (*  -h  9„-.i  )  4-  J>,  COS.  9«  , 


;)f^(tt,v)  =  J>or"sm.(nf-h9o)  -H  Si  *^'  8iii.(n— i  .^-4.9,)^ ... 
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(9); 


„,•     ^        (  J?or''cos.'(n*+eo)-HJ>,r"-'co8.(ii-i.«-f-e,)-4-...  i* 
F{u,  v)=(  \ 

"sin.(nf-h9o)-l-J>,r"-"8m.(7i— i.t-H9,)-4-"»  )* 
...  t*-J>„^x  '•sin.  (f-he„^J-*-J>„.sin.e,  J 

r 


r' 


&c. 


II  résulte  de  cette  dernière  foriiude  que  la  fonc- 
tion F(îi,  v)y  toujours  évidemment  positive,  est  le 
produit  de  deux  facteurs,  dont  Tun,  savoir, 

croîtra  indéfiniment  si  Ion  attribue  aux  variables  u, 
v  ou  à  l'une  délies  seulement  des  valeurs  numéri- 
ques de  plus  en  plus  grandes,  tandis  que  l'autre 
facteur  convergera  dans  la  même  hypothèse  vers 
la  limite  ^o*  >  c'est-à-dire,  vers  une  hmite  finie  diffé- 
rente de  zéro.  On  en  conclura  que  là  fonction 
F(îi,  v)  ne  peut  conserver  une  valeur  finie  qu'autant 
que  les  deux  quantités  u ,  v  reçoivent  elles-mêmes 
des  valeurs  de  cette  espèce  ,  et  devient  infiniment 
grande  dès  que  l'une  des  deux  quantités  croît  indéfi- 
niment. De  plus,  comme  l'équation  (4)  donne  pour 
F(^u,  v)  une  fonction  entière  et  par  conséquent  une 
fonction  continue  des  variables  u  et  v ,  \\  est  clair 
que  F{ti,  v),  variant  avec  elles  par  degrés  insen- 
sibles, et  ne  pouvant  s'abaisser  au-dessous  de  zéro, 
atteindra  une  ou  plusieurs  fois  une  certaine  limite 
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Inférieure  qu'elle  ne  dépassera  jamais.  Représentons 
par  A  cette  limite,  et  par  u^^  v^  un  des  systèmes 
de  valeurs  finies  de  «  et  de  v,  pour  lesquels  F{u,  v) 
se  réduit  à  ^^  en  sorte  qu'on  ait  identiquement 

(lo)  F(w„t;,)  =  ^. 

La  différence  F{ji,  v)-F{^o ,  Vo)  ne  s'abaissera  jamais 
ail-dessous  de  zéro;  par  conséquent,  si  Toîi  fait 

(il)        w  =  «^  -+-  et  A ,    V  mv^-^  ctk , 

«t  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  et  h,k 
deux  quantités  finies,  Texpression 

ne  sera  jamais  négative.  En  partant  de  ce  principe, 
il  sera  facile  de  déterminer  la  valeur  de  la  cons- 
tante A ,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Si  dans  fexpression  imaginaire /'(w -h  y  /— i)  on 
substitue  pour  ueiv  leurs  valeurs  données  par  les 
formules  (i  i),  cette  expression,  devenant  alors  une 
fonction  imaginaire  et  entière  du  produit 

pourra  être  développée  suivant  les  puissances  en- 
tières et  ascendantes  de  ce  même  produit.  En  dési- 
gnant par 

R  (cos,  Th-]/— »  sîn.  7^)  ,    R^  (cos.  T'^-Hj/— I  siii.  7\)  , 
•••     ^«(cos.  7"^ -+-/-£  sin.7^„), 

les  coefficiens  imaginaires  de  ces  puissances  dont 
quelques-uns  peuvent  se  réduire  à  zéro,  et  faisant 
pour  plus  de  commodité 


/  - 


1 
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(12)  A  -*-  k}/-^  =/(cos.  0  -H  /^  lin.ô)  , 

on  obtiendra  l'équation 

/[tto'-HVov/^-H«(A-+-X/ZT)]  = /î  (cos.r-+-yC:T  sin-T) 

(13)  {       -f-rtiï,  j>[cos.(r,-+-G)-H/i:7sin.(r, -hB)]-*-... 

a"  i?„  j)"  [cos.  (r„ -+- n9 ) -+- y'in  «in.  (r.  M- n9  )  ]  . 

dans  laquelle  les  termes  du  second  membre ,  et  par 
conséquent  les  modules 

R,   R,j   .....  R„ 

ne    sauraient   s'évanouir    tous    en    même   temps. 
Comme  on  aura  d'ailleurs 

on  conclura  de  l'équation  (13) 

ç>  (tto-+-«A,  »o-*-«^)  =  ^co«.  T-heiR,  j>cos.(r,H-9)-4-... 

^a"i?„j>"cos.(r„-*-ne)  , 


•  •  • 


('5)n 

X(uo-h«A,Vo-»-aÂ)  =  i?sm.m-ût/?,  J>sin.(r,-i-e)H-... 

et  par  suite 

=  [Jîcos.r-|-ai2,j>cos.(r,H-e)-i-...-4-a»iî„j)''cos.(r^-i.ne)]* 
-^[iîsm.rH-cti2,j)sin.(r,-}-e)H-...H-a"i?„j>«sm.(r„-«-ne)J\ 

m 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  pose  flt=o,  on 
en  tirera 

F(«.,t;,)  =  iî\ 

I 

Donc  R^=  A,  R  =  A^.  Si  maintenant  on  déve* 
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joppe  le  second  membre  de  l'équation  (i6)  suivant 
les  puissances  descendantes  de  jR,  et  que  Ton  y  rem- 

place  ensuite  R  par  A  * ,  cette  équation  deviendra 

(17)  F(tfo-HAA,  «oH-aA)  =  .  , 

A-^iA^  Aj>  [/î,cos.(r,-r+e)-h...-Ht"-'j>"-*/î„cos.(r„-r^-ne)  i . 


4-«*J>*>< 


et  9  si  Ton.  fait  passer  dans  le  premier  men^bre  ia 
quantité  A  =  F(u^y  v^^  on*  trouvera  définitivement 

(18)  F(uo-f-itA>t;o-4-*A)  — F(tio,Vo)  = 

Cela  posé ,  puisque  la  différence 

he  doit  jamais  s'abaisser  au-dessous  de  ia  iîiïiite 
zéro ,  il  faudra  de  toute  nécessité  que ,  pour  de  très- 
petites  valeurs  numériques  de  et ,  le  second  n^embre 
de  l'équation  précédente  ,  et  par  suite  le  premier 
terme  de  ce  second  membre,  o'est-à-dire ,  le  terme 
qui  renferme  ia  plus  petite  puissance  de  <t,  ne  puisse 
devenir  négatif  Or ,  en  désignant  par.  R„  la  pre- 
mière des  quantités 

TOM.  1.  Y 
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qui  obtieiii:  une  valeur  diflercnlc  de  zéro ,  oH  trou- 
tera  jiotir  le  terme  doîit  if  s'agît 


-■.  .'.  v 


CL      P      K„ 


2  ^  •  et"/'"  iî„  COS.  (  TV  -  7V  OT  9  ) 

si  A  n'est  pas  nul ,  et 

dans  l'hypothèse  contraire.  De.  plus ,  comme ,  Ja 
valeur  de  lare  0  étant  tout-à-fait  indéterminée,  ou 
peut  en  disposer  de  manière  à  rfoifner  au  fiicteur 

COS.  (T^ — T-^mô), 

et  par  conséquent ,  au  produit 

2  ^  ^  et"/"  iî„  COS.  (  T;- Th- m  9  ) 

tel  signe  que.  Torr  voudra ,  il  est  clait»  que  k  seconde 
hyi)othèse  reste  seule  admissible.  On  aura  donc  nt- 
cessairenient  • 

(19)  A  =  o', 

ce  qui  réduira  Téquation  (10)  à 

(20)  F{u^j  v^)  =,0. 

s. 

H  eil  résulte  que  la  fonction  F{u,  v)  sevahouirti 
si  Ton  attribue  aux  variables  u,  v  les  valeurs  réelles 
îi^ ,  v^;  et,  par  suite)  que  Ton  vérifiera  Féquatîbrv 

(0'  /W  =  o, 

en  i3renant 
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En  (f  autres  termes ,  w«  h-  v„  |/~  sera  une  racine  de 
lequatron 

La  démonstration  précédente  du  théorème  ï.*"", 
quoique  difFéreiite  en  j3liisieurs  points  de  celle  qu'en 
a  donnée  M.  Lcgemhe  \^Théorie  des  Nombres, 
L"Part.  ^.  XIV],  est  fondée  sqr  les  mêmes  principes. 

Corollaire,  Le  polynôme 

s'évanouissant ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  pour 

^  =  w,  -+-  2;^  /-^  , 

sera,  en  vertu  du  i,"  théorème  [chap.  ^TII,  §.  4]  > 
algébriquement  divisible  par  le  facteur 

X  —  U^  —  V^  ]/-i . 

Le  quotient ,  ne  pouvant  être  qu'un  nouveau  poly- 
nôme du  degré  ii —  i  par  rapport  à  x ,  sera  encore 
nécessairement  divisible  par  un  nouveau  facteur  de 
même  forme  que  le  précédent,  c'est-à-dire,  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  x.  Désignons  par 

X  —  Ui — v,>/— ' 

ce  nouveau  facteur.  Le  polynôme  f{x^  sera  équi- 
valent au  produit  des  deux  facteurs 

x  —  u^  —  v^y^i  ,    x  —  u,—v,Y^ 

par  un  troisième  polynôme  du  degré  »  —  2 ,  On 
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prouvera  que  ce  troisième  polynôme  est  divisibio 
par  un  troisième  facteur  semblable  aux  deux  autres  ; 
et  en  continuant  à  opérer  de  la  même  manière,  on 
liiirra  par  obtenir  n  facteurs  linéaires  du  polynôme 
f{^)'  Soient  respectiverpent 

ces  mêmes  facteurs.  En  divisant  le  polynôme  f{a,^ 
par  leur  produit ,  on  trouvera  pour  quotient  une 
constante  évidemment  égale  au  coefficient  a„  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  f{x)*  On  aura  en 
conséquence 

(2 1)  /(x)  =  fl„(x--iio---Voy'=^(j^-«*,-^iV'^).--(*--w«-,--v„-.y^;- 

Cette  dernière  équation  renferme  un  théorème  que 
l'on  ]5éut  énoncer  ainsi  qu  il  suit. 

2.^  Théorème.   Quelles  que  soient  les  valeun^ 

réelles  ou  irnagiîiaires  des  co?istantes  a^y  a, , 

^«-i  >  ^nf  ^^  polynôme 

a^ .r" -H a^  jc"''  -h- ...  -h a„^,  x  h-  a^^  z=if{jc) 

sera  équivalent  au  produit  de  la  constante  a^  jiar 
n  facteurs  linéaires  de  la  foiTne 

X  —  et  —  C)/— I. 

Déterminer  les  facteurs  dont  il  est  ici  question , 
c'est  ce  qu'on  appelle  décomposer  le  polynôme  f{x\ 
en  ses  facteurs  linéaires.  Il  n  y  a  qu'une  seule  ma- 


I.^*  PARTIE.    CHAP.    X.  341 

nière  cf effectuer  cette  décomposition.  Pour  le  dé- 
montrer ,  supposons  que  deux  méthodes  différentes 
aient  fourni  les  deux  équations 

/(x)  =ao  (JP  — Mo— Vo/irr)x  (jp  — II,  — v.y'Hr)  X  ... 
f{x)  =  ao  (jr— «o  — fo>/^)  X  (x  — A,  —  ^,  \/^)^  - 

...  X  (x  —  ût„^,  ^  ^„^,  y^)' 
On  en  tirera 


V 

Le  dernier  membre  de  la  formule  précédente  s  éva- 
nouissant lorsqu'on  attribue  à  la  variable  .r  la  valeur 
particulière  u^-^v^y^~ j  il  faudra  de  toute  néces- 
sité que,  pour  cette  même  valeur  de  a:,  le  premier 
membre,  et  par  conséquent  Fun  de  ses  facteurs 
[voyez  le  chap.  VU,  §.  2,,  7.*  théorème  ^  coroU.  2], 
se  réduise  à  zéro.  Soit 

Je  facteur  dont  il  s'agit.  On  aura  identiquement 
et  par  suite 

Cela  posé,  la  formule  (23)  pourra  être  remplacée 
par  la  suivante 


*       k 


542  COURS  d'analyse. 

(.r  —  A,  --  C.  /-. ) . . .  (j7 — «t„_.  —  C„_,  y^^>) 
=  {x  —  u,—v,  y/-i)  ...{x—  u„_,  —  v„_,  /^). 

Le  second  membre  de  celle-ci  sevanouissant  lors- 
qu'on suppose 

a:  z=z  ?/j  -H  v^  -jZ—i  , 
l'un  des  facteurs  du  premier  membre ,  par  exemple , 

.r  — et,  —  €,/—', 

■ 

devra  s'évanouir  dans  la  même  hypothèse  ;  ce  qui 
entraînera  deux  nouvelles  équations  identiques  do 
la  forme 

et,  -H  C,  Y^\  =  u^  -H  V,  y^^  , 
X  —  ût,  —  S,  ]/^  =  a; —  w,  — i;,  V^"~'- 

En  répétant  plusieurs  fois  le  même  raisonnement , 
on  prouvera  que  les  difféi'ens  facteurs  linéaires  dont 
se  composent  les  seconds  membres  des  équations 
(2::)  sont  absolument  les  mêmes  dans  l'une  et  l'autre 
éqiiiition.  H  est  essentiel  d'ajouter  que  chaque  fac- 
teur imaginaire  de  la  forme 

X  —  et  —  Ç]/— » 

se  change  en  un  facteur  réel  x  —  et ,  toutes  les  fois 
que  la  quantité  €  se  réduit  à  zéro. 

Le  premier  membre  de  l'écjualion  (1),  étant, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  dire ,  décomposable  d'une 
seule  manière  en  facteurs  linéaires ,  ne  peut  s'éva- 
nouir  qu'avec  l'un  de  ces  facteurs.  Si  donc  on  \ef^ 
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égale  successivement  à  zéro,  oq  obtiendra  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x  propres  à  vérifier  lequa- 
ti'on  (i),  c'est- à- dire,  toutes  les  racint's  d*^  cette 
équtition.  Le  nombre  de  ces  racines ,  comme  celui 
des  facteurs  linéaires  ,  sera  égal  à  n.  De  plus  ,  à 
chaque  facteur  réel  de  la  forme  x — et  correspondra 
une  racine  réelle  et ,  et  à  chaque  facteur  imaginaire 
de  la  forme 

X  —  et  —  t  )/— I 


une  racine  nnagmaire 


et  -4-  £|/— I. 

Ces  remarques  suffisent  pour  établir  ia  proposition 
suivante. 

3.^  Théorème.  Quelles  que  soient  les  valeurs 
réelles  ou  les  valeurs  imaginaires  des  constantes 
c„ ,  fl, ,  ...  fl^^_j ,  a^  f  V équation 

(i)  a^x'^-^a^x'"'^  -^ ,,.'\'a^_,x-^a^^=io 

a  toujours  n  racines  réelles  ou  imaginaires ,  et  nen 
saurait  avoir  un  plus  grand  nombre. 

Il  peut  arriver  que  plusieurs  des  racines  de  1  équa- 
tion (  1  )  soient  égales  entre  elles.  Dans  ce  cas ,  le 
nombre  des  valeurs  différentes  de  la  variable  propres 
à  vérifier  cette  même  équation  devient  nécessaire- 
ment inférieur  à  n.  Ainsi ,  par  exemple ,  lequation 
du  second  degré 


x^  —  2  ax  -+-  fl*  =  o 


ayant  ses  deux  racines  égales,  on  ne  pourra  y  satis- 
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faire  que  par  une  seule  valeur  de  x ,  savoir^ 

X  =  a. 

Lorsque  les  constantes  a^  ?  ^i  i  •••  «i»*i  >  ^„  «oat 
toutes  réelles»  l'expression  imaginaire 

ne  peut  évidemment  être  une  racine  de  l'équc^tioa 
(  1  ) ,  sans  que  l'expression  conjuguée 

et  —  C]/^ 

soit  une  autre  racine  de  la  même  équation.  Par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse,  les  facteurs  ima- 
ginaires et  linéaires  du  polynôme  qui  forme  le 
premier  membre  de  l'équation  (i)  sont  deux  à  deux 
conjugués,  et  de  la  forme 

Le  produit  de  deux  semblables  facteurs  étant  un 
polynôme  réel  du  second  degré ,  savoir , 

{x-cty^C\ 

cin  déduit  immédiatement  de  l'observation  qu'on 
vient  de  faire  le  théorème  suivant. 

4.®  Théorème;.  Larsque  a^y  «, , ...  a^., ,  a„  dési^ 
gnent  des  constante^  réelles  ^  le  poltfnome 

est  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  eu 
du  second  degré, 

Dftns  ce  qui  précède,  nous  avons  présenté  ie«t 
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raciue&  imagiaaires  de  lequation  ( i )  sous  la  forme 

Alors,  pour  le  polynortie  (24),  un  facteur  réel  du 
second  degré  correspondant  à  deux  racines  imagi-* 
naires  conjuguées 

était  de  ia  forme 

Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

et  ±  Gy^— I  =:j)  (cos.  ô  ±  |/— I  sin.  9)  , 

[f  désignant  une  quantité  positive,  et  9  un  angle  que 
Ion  pourra  supposer  compris  entre  les  limites  o ,  tt], 
{e  même  facteur  réei  du  second  degré  deviendra 

(^  —  /  C0S.9)*  -4- (y>sin.9)' 

==    J7*  —  2  P  0^  COS.  9  -*-  P*. 

n  est  facile  de  construire  géométriquement  cette 
dernière  expression  dans  le  cas  où  l'on  attribue  à  la 
variable  a:  une  valeur  réelle.  En  effet ,  si  Ton  trace 
un  triangle  dans  lequel  un  angle  soît  égal  à  9,  les 
deux  cotés  adjacens  étant  respectivement  représen- 
tés l'un  par  la  valeur  numérique  de  a:,  l'autre  par  le 
module  f ,  le  carré  du  troisième  côté  sera  [  d'après 
un  théorème  connu  de  trigonométrie  ]  la  valeur  du 
.  triuome 

^*  —  2  f  a;  COS.  9  -i-^* , 


\   . 
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toutes  les  fois  que  la  viupiabb  or  sera  positive.  Si  la 
variable  ^  devient  négative ,  il  suflira  de  remplacer 
dans  la  construction  indiquée  langle  6  par  son  sup- 
plément. 

Le  troisième. K^ôté  du  triangle  dont  il  est  ici  ques- 
tion ne  peut  sevanouir  que  dans  te  cas  où  les  deux 
premiers  côtés  tombent  sur  une  même  droite,  et  où 
leurs  extrémités  coïncident,  ce  qui  exige,  i.°  que 
langle  ô  se  réduise  à  zéro  ou  à  tt,  2."  que  la  valeur 
numérique  de  a:  soit  égaie  àf.  Par  suite ,  le  facteur 

.r*  —  2p  cç  COS.  6  "*- P* 

ne  pourra  devenir  nul  pour  une  valeur  réelle  de  x , 
à  moins  que  Ton  ne  suppose 

;.  6  ::?=   I      OU     cos.  9  =  —   Il 

et  la  seule  valeur  de  x  propre  à  faire  évanouir  ce 
facteur  sera  ,  dans  la  première  hypothèse , 

dans  la  seconde  , 

X  =  ^-j9. 

On  arriverait  directement  au  même  but  en  obser- 
vant que  I  équation 

X*  ZJ>XCQS.^  -Hj3*  =  o 

a  deux  racines  ' 

P  fcos.9-l-|/— I  sin.Bj  ,     pfcos.B  —  |/— isin.yj, 

qui  ne  peuvent  cesser  deti?e  imaginaires  sans  devenir 


COS. 
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égales ,  et  que  les  seules  valeurs  de  6  capables  de 
produire  cet  effet  sont  celles  qui  vérifient  la  formule 

sin.  6=0, 

de  laquelle  on  tire 

COS.  9  =  =b  1  , 

et  par  conséquent 

pour  la  valeur  commune  des  deux  racines. 

Jusqu'à  présent,  nous  nous  sommes  bornés  à  dé- 
terminer le  nombre  des  racines  de  iequation  (1), 
avec  la  forme  de  ces  mêmes  racines  cl  celle  des 
facteurs  qui  lour  correspondent.  Nous  allons ,  dans 
les  paragraphes  suivans ,  passer  en  revue  quelques 
cas  j)articuliers  dans  lesquels  on  est  parvenu  à  ré- 
soudre de  semblables  équations,  sans  être  obligé  de 
concevoir  leurs  coefficiens  convertis  en  nombres, 
et  à  expiimer  les  racines  en  fonctions  algébriques 
ou  trigonométriques  de  ces  coefficiens.  Nous  obser- 
verons ici  à  ce  sujet  que ,  dans  toute  équation  algéf 
brique  dont  le  premier  membre  est  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  la  variable  .r^  on  peut  ré- 
duire par  la  division  le  coefficient  de  ia  plus  haute 
puissance  de  x  à  l'unité ,  et  celui  de  la  puissance 
immédiatement  inférieure  à  zéro  par  un  changement 
de  variable.  En  effet,  si  dans  féquation 

a^  n'est  pas  égal  à  i ,  il  suffira  de  diviser  Féquation 
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par  a^  pour  réduire  le  coefficient  de  jt"  à  Tunité  ; 
et  y  si  dans  une  équation  mise  sous  la  forme 

.r'' -H  ûJ,  jr""' -H  ... -+- fl^,  a: -H  a^  =  G 

a,  n'est  pas  nul ,  il  suffira  de  poser 

n 

pour  obtenir  une  transformée  en  z  du  degré  n,  qui 
n'ait  plus  de  second  terme ,  c'est-à-dire ,  une  trans- 
formée dans  laquelle  le  coefficient  de  z""'  s'éva^ 
Bouisse. 


J.  2.*  Résolution  algébrique  ou  trigonométrique  des 
Équations  binômes  et  de  quelques  Equations  tri- 
nomes.  Théorèmes  de  Moivre  et  de  Cotes, 

Considérons  l'équation  binôme 
(i)  x""  -\- p  =  o  , 

p  désignant  une  quantité  constante.  On  en  tirera 

a:"  =  — p, 
ou ,  si  l'on  désigne  par  f  la  valeur  numérique  Aep^ 

On  aura  donc  à  résoudre  l'équation 

(2)  0:"=^», 

si  —p  est  positif ,  et  la  suivante 
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(3)  *"  =  -/, 

si  —p  est  négatif.  On  satisfait  à  la  j)remîère  en 
prenant 

(4)  X  =  ((/f=./"  ((!))', 

et  à  la  seconde  en  prenant 

(5)      •^  =  ((-/))"  =/'((-0)"- 

Quant  aux  diverses  valeurs  de  chacune  des  deux 

I  I 

expressions  ((  i  ))  " ,  ((—  i  ))  " ,  elles  sont  toujours  en 
nombre  égal  à  n  [voyez  le  chapitre  Vil,  §.  3  }>  et 
se  déduisent  des  deux  formules 

,.. .     ((0)  =  ^«^-  -ir—  -  /-"  '"''•  — T" ' 
((-0)  =  ^*>^-  —T^  -^  V-'  «n-  Ht- 

dans  leâftjueHes  il  suffit  d  attribuer  successivement  à 
X:  toutes  les  valeurs  entières  qui  ne  surpassent  pas 

—  .   Lorsque  n  est  un  nombre  pair ,  la  première  des 

I 
équations  (6)  fournit  deux  valeurs  réelles  de  ((1))  " , 

savoir ,  -h  i  et  —  i  ,  correspondantes  Tune  à  A==o, 
lautre  à  ^=  — .  Dans  la  même  hypothèse,  toutes 

les  valeurs  de  (( — i))"  sont  imaginaires.  Lorsque  n 

devient  un  nonabre  impair,  l expression (( i ))  "  a  une 
seule  valeur  réelle  -f- 1  correspondante  à  ^  =  o  ^ 
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et  Fexpression  (( — i))"  une  seule  valeur  réelle  —  i 

correspondante  à  ^:=^  ""^^    .  Par  suHc  réquation 

(i)  admet  deux  racines  réelles,  ou  n'en  admet  au- 
cune, lorsque  n  est  jun  nombre  pair,  et  la  même 
équation  admet  une  seule  racine  réelle  dans  Je  cas 
contraire.  De  plus,  on  reconnaît  imm.édîatement  à 
Tinspection  des  formules  (6)  que  les  racines  imagi- 
naires sont  conjuguées  deux  à  deux ,  ainsi  qu'on 
.  devait  s  y  attendre. 
,    Considérons  maintenant  féquatioti  trinoiûe 

(7)  •'  •  '   •i?*''-HjK?^'^-4-y  =  0,     ■ 

p ,  q  désignant  deux  quantités  constantes  choisies 
à  volonté.  On  ei>  tirera 

x'''^ -^ px^  :=:  —  q, 

I 

et  par  suite 

:  (8)     p^i)-=f_,. 

gi  Z- — q  est  positif,  l'équation  qui  précède  entraî- 
nera l'une  delà  deux  suivantes 

en  sorte  que  ^^  admettra  deuk  valeurs  réeïfes  com- 
prises dans  ia  forfeiùle 
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(9)        ^''  =  -t=±^|/(t--^)-^ 

Lorsque  lé  nombre»  «e  réduit  ^  Tunîté,  îa  formule 
(9)  fournit  immédiatement  les  deux  racines  réelles 
de  lequation  trinôme  du  second  degié 

(10)  x^  -{- px  -^  q  =1  o. 

Dan^  le  cas.  contraire  ^  en  substituant  la  formîde 
dont  il  s'agit  à  lequation  (7) ,  on  n'a  plus  à  résoudre 
que  deux  ^quatiojis  binômes  semblables  à  celles 
que  nous  sfvons  traitées  ci-dessus. 

Supposons  maintenant  la  quantité  — q  néga- 

tive.  L/équation  (  8  )  entraînera  l'une  des  deux  sui- 
vantes 

en  sorte  que  x"  admettra  deux  valeurs  imaginaiies 
Comprises  dans  la  formulé    ^ 

(ii)  a:'^  =  -^?-±y/{q-£.yy~. 

Si  le  nombre  n  se  réduit  a  Tunité,  ces  valeurs  seront 
les  racines  ima^inaii'es  de  lequation  (io).*iliais,  si 
Ton  suppose  n>\  ^  il  restera  encore  à  déduire  des 
valeurs  connues  de  œ"^  les  valeurs  de  x.  Désignons 
parjo,  dans  cette  hypothèse,  le  module  de^Tèxpres- 
aioa  imaginaire^  qui  sert  de  second  membre  à  l'a  for- 
mule (11)-  On  aura  évidemment- 


/ 
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(i2>  /  =  s'^ 

Faisons  en  outre ,  pour  plus  de  commodité  « 

(13)  (==àrttang. A_±^. 

Lorsque  ^  sera  négatif,  les  deux  valeurs  de  x"  don- 
nées  par  la  formule  (11)  deviendront 

(14)  d?'*=/(cos.  ^±: /^sin.^), 

et  Ton  en  conclura 

(15)     x=zy^[^.x±y^.à^.L^ii))K 

Si  au  contraire  p  est  positif,  on  trouvera 

(16)  x""  —  —f  (  COS.  t±:  y~i  sin.  (^)  , 

et  par  suite 

(17)       ^=/n.^«s-|±/^^'"«-v](I-0)"- 

Dans  le  cas  particulier  où  Ion  a 

.4         ï       .    ' 

devient  nul  ;  en  sorte  que  les  équations  (i  j)  et 
17)  prennent  la  forme  des  équations  (4)  et  (5).  • 

Si  Ton  désigne ,  pour  abréger ,  f  "  par  r,  on  '  ti- 
rera des  équations  (12)  et  (43),  en  supposant  la 
([uantitéj!?  négative ,  .:\ 
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p  =z  —  21'"  COS.  ^,     q  :=!  r^^  , 

o:** -4-^9.^" -+- 5^  =  ^"^  —  ar^.^r"  COS.  ^-i- ;•*". 
Dans  ia  même  hypothèse,  la  formule  (15)  donnera 

a^  =  r  fcos.  —  ±y^^^siin.-^J  f  cos.  — rit:|/— i  sin.  — j 
=  ri  cos,-^ ±|/— I  sin.  -^ 1 , 

k  représentant  un  nombre  entier;  et  fon  en  con- 
ciuru  que  le  trinôme 


est  décomposabie  en  facteurs  réels  du  second  degré 
de  la  forme 

X     —  7.rX  COS.  -î HT. 

Si  Fon  suppose  au  contraire  la  quantité  p,  positive , 
le  trinôme  j;*"-4-j».r"-+-5'  deviendra 

^*«  -H  ^r"* x""  COS.  F^  r*"  , 

et  ses  facteurs  réeïs  du  second  degré  seront  de  la 
forme 

X   —  irx  COS.  -ii — ^^ — — ^ — I- r  . 

Dans  l'une  et  lautre  hypothèse  ,  on  pourra  cons- 
truire géométriquement  les  facteurs  réels  du  second 
degré  par  la  méthode  ci-dessus  indiquée  [voyez  ie 
§.  I  .*'  ] ,  toutes  les  fois  que  Ton  attribuera  des  va- 
leurs réeiles  à  ia  vaiîable  x.  Si  ion  prend  ia  valeur 
TOM.  1.  2 
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nnmériquc  de^cette  variable  pour  base  commune  de 
tous  les  triangles  qui  correspondent  aux  difTérens  fac- 
teurs ,  et  que  dans  cimque  triangle  on  fasse  aboutir 
Constamment  à  une  même  extrémité  de  cette  base 
le  côté. connu,  représenté  par  r,  on  trouvera  que 
le»  sommets  des  diveiis  ti'iangles  coïncident  avec  les 
])oints  de  division  d'une  circonférence  décrite  du 
rayon  r  eh  parties  égales.  Il  en  résulte  que ,  si  ton 
jnultiplie  entre  eux^  les  carrés  des  lignes  menées  de 
la  seconde  extrémité  de  la  base  aux  points  dont  il 
s'agit ,'  le  produit  de  ces  cairés  sera  la  valeur  du 
trinôme 

I^ans  le  cas  particulier  où  (^=:  o ,  le  produit  des 
lignes  elles-piémes  représente  la  valeur  nur(iérique 
du  binôme 


^«  ±  y*^ 


laquelle  se  confond  avec  la  racine  carrée  posîtiM* 
du  trinôme   , 


^2n  ±  ar^^^-h-  r'^ 


Des  deux  propositions  qu'on  vient  d'énoncer  ,  la 
première  est  le  théorème  de  Moivre ,  et  la  seconde 
celui  de  Cotes. 


J.  3/  Résolution  algébrique  ou  trigonométrique  de^ 
Equations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

Considérons  l'équation  générale  du    troisièiiie 
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degré.  On  pourfa  toujours ,  en  faisant  disparaître  le 
second  terme  de  cette  équation,  la  ramener  à  ia 

ferme    \.-         '    ••  ■'  ir-:»'  _•:   .  .'  'y;         .    .    .  ^    ». 

(i)  x^  -^px  -H  5^  =  o  , 

p,  q  désignant  deux  quantités  constantes.  DaifAeurs, 
si  Ton  pose  '''■ 

M,  -v  étant  deux  nouvelles  variables ,  on  en  conclura 

(2)  X^  -^  -^UV  .X —  (z^-H«^^)  =:  G.  ■ 

Pour  rendre  1  équation  (2)  identique  avec  la  propo- 
sée ,  il  suffira  d'assujettir  les  inconnues  u  &t  v  aux 
deux  conditions 

(3)  u\-^v^  ^^q,.        > 

(4)  uv  =  -^.         .. 

La  résolution  de  Féquation  (  i  )  se  trouve  àimt  ré- 
duite à  la  résolution  simultanée  des  équations  (3) 
et  (4). 
.  Cherchons  d'abord  les  valeurs  de  u^  et  de  v^.  Si 
Ton  fait 


^  _  ^         ^,3  — 


(5)  U^—,Z,,      V 


z 


X     I 


on  aura,  en  vertu  des  équaticNCis  (3)  et  (4)  r 

et  par  suite ,  en  nommant  z  une  nouvelle  variable  « 
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II  en  résulte  que  z^^  z^  seront  les  deux  racines  dé 
Téquation 

(6)  z^^qz^I^^o. 

Ces  deux  racines  étant  connues ,  op  déduira  des 
formules  (5)  trois  valeurs  de  u  et  trois  valeurs  de  v^ 
qui  se  correspondront  deux  à  deux  de  manière  à 
vérifier  ia  formule  (4).  Soit  U  Tune  quelconque  des 
trois  valeurs  àe  u,  et  V  la  valeur  correspondante 
de  t;^  en  sorte  qu'on  ait 

f 

« 

Désignons  en  outre  par  cl  l'expression  imaginaire 

COS. H  |/— I  sin. : 


les  trois  valeurs  de  l'expression  ((i))  ^  seront  respec- 
tivement 


et     =    I 


CL  =:  COS. ^ ^x_.  c.,«  — à_   -» 


3 


-f- 1/ — •  sin. = H  -^ —  -l/— «  , 


%  l'TT  y .  3  TT 

et    =  COS. 


—  1/— I  Sin. = — i/— I  ; 

3  ^  3      •  a  2      '^  '. 

et  les  trois  valeurs  de  m  ,  évidemment  comprises 

1 

dans  la  formule  générale  ((i))  '  U ,  deviendront 

U,     <lU,     <l'U. 
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« 

On  trouvera  pour  ies  vaieurstorrespondantes  de  v 


V, 


y         ^A     ) 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

V,     du^V,     et  F. 

Par  conséquent ,  si  Ton  nomme  ar„ ,  a:, ,  x^  ies  trois 
racines  de  i  équation  (  i  ) ,  on  aura 

(7)     [    X,  —  <tU-^-<t'F, 
x^  z=L  a/  U  -^r.a,V. 

II  est  essentiel  d'observer  que ^  U ,  (tU,  cl*U  étant 

les  trois  valeurs  de  w  =  ((z,))'  ,  et  V ,  cl^V,  clV 
les  valeurs  correspondantes  de  i;  = ^^—7-,  les 

racines  ^«j  '«^i  >  •^,  >  déterminées  par  les  équations 
(7) ,  seront  respectivement  égales  aux  trois  valeurs 
de  x  données  par  la  formule 


(8)         .x  =  {{z.))-^^ 


P 


3((^.))1    • 


Lorsque  Téquation  (6)  a  ses  racines  réelles,  les  for- 
mules (5)  fournissent  un  système  de  valeurs  réelles  de 
«  et  de  «;  qui  se  correspondent  de  manière  à  vérifier 
l'équation  (4).  Si  l'on  prend  Ces  mêmes  valeurs  pour 
U  et  V,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  des  . 
trois  racines  x^j  ^, ,   x^  la  première  est  nécessai- 
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rement  réelle  i  et  les  Abux  autres  réelles  ou  imagi- 
naires ,  suivant  que  la  quantité 


9 


4  *7 

est  nulle  ou  positive,  c'est-àndirç^  suivant  que  I équa- 
tion (6)  a  ses  racines  égaies  ou  inégales.  Dans  ie 
prmnier  cas ,  on  trouve 

Lorsque  les  racines  de  i  équation  (6)  deviennent 
imaginaires ,  on  peyt  les  présenter  sous  la  forme 

Z^  =^(cos.0-4-)/^  sin.6^  ^    Z^  zz:  js^cos.Q — )/— i  sin.6)  ^ 

le  module  f  étant  déterminé  par  féquàtion 


>■ = -  '• 


Comme  on  a ,  dans  cette  hypothèse ,     . 

ia  formule  (8)  se  trouve  réduite  à 

(9)  •  >  = 

De  plus ,  en  prenant  pour  U  l'expression  imaginaire 
on  conclura  des  équations  (7  ) 
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e 


jr^  =  2,j>  '  co«.  —  , 


e 

-H  2T 

3 

e- 

_2T 

(lo)    /      OTi  =r  2^"j^  COS. 

I 

X:  :==:  2  P^  cos. 

•^  3 

Ces  trois  dernières  vdeurs  de  x  sont  toutes  réelles  ', 
et  eoïncident  avec  celles  que  fournit  la  formule  (9). 
Dans  les  calculs  précédens ,  i  équation  (6) ,  dont 
la  solution  entraîne  celle  de  féquation  (  i  ) ,  est  ce 
qu'on  appelle  la  réduite.  Ses  racines  z,j  z^  équiva* 
lent  nécessairement  à  certaines  fonctions  des  racines 
cherchées  ar^,  .r, ,  x^.  Pour  déterminer  ces  fonc-» 
tions ,  il  suffira  d'observer  que  ^  U  et  V  désignant 
des  valeurs  particulières  de  u  et  v,  on  aura,  en  vertu 
des  formules  (5), 

z,  =  U',     z^=  V\ 

Ou  tire  d'ailleurs  des  équations  (y) 

• .  ■'  ,1 

3  f/^  =  Xo  -+-  a  X,  H-  et*  X,  =  a  (jr^  -i-  a  JT,  -I-  a*  Xo) 
=  ùL^  (x,  -haXo-4-Bt*x^), 

=  a*  <x^ -H  a  Xo -h  A*  X,  ). 

On  trouvera  donc  par  suite 

(lO< 

27  «^  =(Xo-4-fltx,-Ha*x^)^=:(x'  -HiJtx, -ha*x.,)^ 

I 
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Il  en  résulte  que  z,^  z^  sont  respectivement  égales 
[à  un  coefficient  numérique  près]  aux  deux  seules 
valeurs  distinctes  que  présente  le  cube  de  la  fonc- 
tion linéaire 


x^  •+-  CL  jr,  -H  fit*  or^ , 


lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles 
les  racines  .r^ ,  ^r,  ^  a:^  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. Le  coelHcieut  numérique  est  évidemment  -77 
ou  le  cubu  di"  la  fraction  j. 

Considérons  maintenant  lequation  génértde  du 
quatrième  degré.  On  pourra,  en  faisant  disparaître 
le  second  terme ,  la  ramener  à  la  forme 

(1 2)  or*  -^p^^  -*-  q^^  -i-  r  =  o  ^ 

p,  q,  r  désignant  des  quantités  constantes.  Si  Ion 
pose  en  outre 

u,  V,  w  étant  trois  nouvelles  variables ,  on  en  con- 
clura 

et  par  suite 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  . 

(  a^  —  2(u^  -Hv*  -\'W*)x*  —  Suvw.a; 
(13)/ 
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Pour  rendre  cette  dernière  équation  identique  avec 
ia  proposée ,  il  suffira  d'assujettir  les  inconnues  u , 
V ,  w  aux  conditions 

4  (  w*  -4-  V*  -h-  tt'*  )  =  —  zp , 

(i4)^  i  uvw     =  —  y, 

La  résolution  de  1  équation  (12)  se  trouve  ainsi  ré- 
duite à  la  résolution  simultanée  des  équations  (i  4)* 

Cherchons  d  abord  les  valeurs  de  4^%  4^%  4^*- 
Si  l'on  fait 

on  aura ,  en  Vertu  des  formules  (  1 4)  t 

z,-^zlr\-z^  =  —  2j9^  z.z^-^z.z^-^z^Zj^  =/?*— 4^/ 
z.z^z^  =  q"^  : 

et  par  suite,  en  nommant \z  une  nouvelle  variable, 

{z—z)  {z—z,)  {z—z^)  =  z^'^.2pz''^(j}'—4r)zr^q\ 

Il  en  résulte  que  z, ,  z,,  z^  seront  les  trois  racines 
de  lequation 

(16)  Z^  -H  2pz*  -H  (/?*  —  4^)'^  —  ?*  =  ^  i 

et ,  puisque  ces  trois  racines  doivent  vérifier  la  for- 
mule z,z^z^=  q^ ,  on  peut  assurer  que  Tune  d'elles 
sçra  positive ,  les  deux  autres  étant  toutes  deux  à- 
la-fois  positives,  ou  négatives,  ou  imaginaires.  Lors- 
qu'on aura  déterminé  ces  mêmes  racines,  lès  deux 


I 
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premières  des  équations  (15)  fourniront  pour  cha^ 
cune  des  variables  u, et  11  deux  valeurs  égales  an 
signe  près.  Soient 

les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  dont  il  s'agit;  et 
W^une  quantité  réelle  ou  une  expression  imaginaire 
déterminée  pai^  l'équation 

Si  dans  la  seconde  dés  formules  (i4)  on  suppose 
ou  bien 

Uz^-U ,       Vz=-V, 

on  en  tirera 

^^;  z=:  -H  fV: 

Si  Fon  y  fait  au  contraire 

u  = -^  U  ^       V  ^=1  -^  V  , 

» 

ou  bien  ' 

u  =  —  U ,     v^-^-  V , 
on  trouvera 

De  cette  manière  on  obtiendra  pour  les  variables  u, 
V,  w  quatre  systèmes  de  valeurs  propres  à  vérifier 
les  équations  (i'4);  et  si  l'on  représente  par  x.y  x^^ 
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jc^  y  x^  les  quatre  valeurs  correspoiidaiites  de  Fin- 


connue 

4?  :;=  1/  -♦-  y  -H  «^  , 

on  aura 

• 

• 

\ 

(     ;r.  =       U^  F^fF, 

(^7) 

j    a;.  :=^l/-  r-H  PF, 
j    X.  =      U-  F -IF, 

• 

\    X,  --U^  F-W. 

H  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  quatre  valeurs  de 
a:  seront  toutes  réelles ,  si  1  équation  (  1 6)  a  ses  trois 
racines  positives ,  et  toutes  imaginaires ,  si  1  équation 
(i6)  a  deux  racines  négatives  inégales,  tandis  que' 
deux  valeurs  seront  réelles ,  et  deux  imaginaires ,  si 
i  équation  (  1 6)  a  deux  racines  négatives  égides ,  ou  • 
deux  racines  imaginaires. 

Par  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer ,  la  résolu- 
tion de  Téquation  (  1 2)  se  trouve  ramenée  à  celle  de 
1  équation  (16).  Cette  dernière,  qu'on  nomme  la  ré- 
duite, a  nécessairement  pour  racines  certaines  fonc- 
tions des  racines  de  la  proposée.  Si  l'on  veut  déter- 
miner ces  fonctions ,  c'est-à-dire ,  exprimer  z,j  z^^  Zy 
par  le  moyen  de  ^, ,  .2?, ,  ^^ ,  ^r^ ,  il  jsufiira  d'obser- 
ver que  y  U ,  V,  W  étant  des  valeurs  particulières 
de  ti,  V,  w,  on  2ije\\  vertu  dés  formules  (15),    • 

m 

On  tire  d'ailleurs  des  équations  (  i  y) 


/ 
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.  •  '  ♦ 

4  V  =  x^  —  x.-^x^  —  x^ , 

4  ff^=  X^  —  X^-^  X,  —  x^\ 

On  trouvera  en  conséquence 

4  ^x=(-^o— •^i^-'^x— ^3y=(^.— j^ô-^^3— -^0^ 

(l  8)  I  4  Z,=  (^o— ^,-^^3— .'-«^O'^C-^.— -^a-»--^*— -^3)%* 
4  '2^3=(^o— •^.-^•^.— ^3)*=(^:,— ^o-^-^3— -a^,)*. 

II  en  résulte  que  z,  ^  z^ ,  z^  sont     abstraction  faite 

du  coefficient  numérique  y  =  f  —  j  1  respectivement 

égaleç  aux  trois  seuleç  valeurs  distinctes  que  pré- 
sente le  carré  de  IsL  fonction  linéaire 

Xf^^^  X^  -^  X^  «^3  V 

lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles 
les  racines  x^^  x,  y  x^^  x^  de  toutes  les  manières 
possibles.  Cette  même  fonction  linéaire ,  pouvant 
s  écrire  ainsi  qull  suit , 

x,'^{~i)x,-h{—iyx,'¥-{—iyx^, 

n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  formule 
générale 

x^  -f^  cLx,  -H  et*  .r^  -+-  ct^x^  , 
lorsqu'on  désigne  par  et  une  des  valeurs  de  lexpres- 
sion  ([i)y. 
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CHAPITRE  XI 


Décomposition  des  Fractions  rationnelles. 


S-    1/'  Décomposition  d'une  Fraction  rationnelle  en 
deux  autres  Fractions  de  même  espèce. 

Prenons  poury*(:r)  et  F{x)  deux  fonctions  en- 
tières de  la  variable  x. 


sera  ce  qu'on  appelle  une  fraction  ^rationnelle.  Si 
i  on  désigne  par  m  le  degré  de  son  dénominateur 
F{x) ,  f  équation 

admettra  m  racines  réelles  ou  imaginaires,  égales 
ou  inégales;  et  si,  en  les  supposant  d'abord  toutes 
inégales ,  on  les  représente  par 

les  facteurs  linéaires  du  polynôme  F(ai)  seront  rei- 
pectivement 

Cela  posé ,  faisons 
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et 

Cp (or ^) n étant  pas  nul,  la  constante  A  restera iuiie , 
et  ia  différence 

•^(""^  —A—  •/(^)-^^('^") 


S  évanouira  pour  a::=na^.  Par  suite  if"  e«  sera  de 
même  du  polynôme 

/(x)-^cj>(4, 

et  ce  polynôme  sera  divisible  algébriquement  par 
X  —  x^\  en  sorte  qu'on  aura 

(4)     f{^)  =  ^<P{^)'^{^-^o)xi'^)^ 

X  (•^)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  x.  Si  Fon  divise  par  F{a:)  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation ,  en  ayant  égai'd  à  ïa  for- 
mule (2),  on  en  conclura 

(A  /W   _     -^       .    XW 

Donc ,  si  r^n  partage  le  polynooie  F{a:)  en  deun 
facteurs  dont  l'un  soit  linéaire ,  on  pourra  décom- 
poser la  fraction  rationnelle  -yr^  en  deux  autres 

qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  les  deux 
facteurs  dont  il  s'agit,  et  dont  la  plus  simple  ait  un 
numérateur*  constant. 
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Concevons  maintenant  que  Ton  partage  la  fonc- 
tion F{.v)  en  deux  facteurs  dont  le  premier,  au  lieu 
d  être  linéaire ,  corresponde  à  plusieurs  racines  de 
'  i équation  F{x)=.  o.  Pnenons,  par  exemple,  pour 
ce  premier  facteur  le  facteur  du  second  degré 

et  posons  en  conséquence 

(6)  F{jr)  =  [x-  ^,)  {x  -x)>^(^  {a). 

La  fraction      f  l   conservera  une  valeur  finie.,  non- 

seulement  pour  x=zx^,  mais  encore  pour  x  =  x,; 
et ,  si  l'on  désigne  par  u  un  polynôme  du  premier 
degré  qui ,  dans  Tune  et  f  autre  hypothèse ,  devienne 

égal  à  ,  on  trouvera  [chapitre  IV ,  §.  i  .^'^  ] , 

Le  polynôme  u  étant  déterminé ,  comme  on  \  ient 
de  le  dire,  lequation 

ou  . 

f{a:)  —  uq>{x)  =  o 

comptera  parmi  ses  racines  x„  et  x,  ;  et  par  suite 
ie  polynôme 

f{x)-u<p{x) 

sera  divisible  par  le  produit 

{x—x,){x  —  x,). 
On  aura  donc 
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(8)      f{x)  =  w  <p  {x)  +  [x-xi)  (^-^,)  %(^) , 

^  {x)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  là 
variable  »r.  Si  l'on  divise  la  dernière  équation  par 
/^.r),  en  ayant  égard  à  la  formule  (6),  on  en  conclura 

On  prouverait  de  même  qu'il  suffit  de  poser 

.  (lo)      F{x)  =  {x—x^{x—x){x—x^<^{x), 


(ll)( 

I        I     /(^^)       (Jf-Jp)  (■r-^JrJ 

pour  obtenir  une  équation  de  la  forme 


(12) 


&c Ainsi  généralement ,   lorsque  1  équation 

F{x)  =  G  n  a  pas  de  racines  égales ,  si  l'on  partage  le 
polynôme  F(x)  en  deux  facteurs  dont  le  premier  soit 
le  produit  de  plusieurs  facteurs  linéaires ,  la  fraction 

rationnelle  p/J<  sera  décojnposable  en  deux  autres 

fractions  de  même  espèce  qui  recevront  pour  déno- 
minateurs respectifs  les  deux  facteurs  ci-dessus  men- 
tionnés, et  dont  la  première  aura  un  numérateur 
d'un  degré  moins  élevé  qu.e  son  dénominateur. 
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Je  passe  au  cas  où  Ton  suppose  que  lequation 
f(^a:)=o  a  des  raeines  égales.  Soient,  dans  cette 
seconde  hypothèse , 

Ci)    m  ^9  ^   f  ••'*•• 

les  diverses  racines  de  cette  même  équation ,  et  dési- 
gnons par  711  le  nombre  des  racines  égaies  à  a,  par 
m"  le  nombre  des  racines  égales  à  b ,  par  m"  le 
nombre  des  racines  égales  à  c,  6cc. . .  »  La  fonction 
F{x)  sera  équivalente  au  produit 

[x  —  af  [x-by  {x-cf"  . . .  ,  ' 

ou  à  ce  produit  multiplié  pai'  un  coefficient  cons- 
tant, et  Ton  aura 

ni  H-  m"  -+■  ni'  -4-  &c. . . .  =  m. 
Cela  posé ,  faisons 

(t3)  F{a)  =  {o^-aY  <^{jc) , 

et 

(i4)  ^  =  A.'     . 

<p{a)  n'étant  pa^  nui ,  la  constante  A  restera  finie, 
et  la  différence 


~A 


s'évanouira  pour  xz=:a.  On  en  conclura  que  le  po- 
lynôme 

TOM.   î.  A  a 


\ 
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est  dhrisible  par  j^ — a,  et  1  oa  aura  par  sifile 

(15)     /(•^)  =  ^^W+(-^-^)%(4' 

^  (.r)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la 
variable  .r.  Enfin ,  si  Ion  divise  par  F(a:)  les  deux 
membres  de  Féquation  (15)  en  ayarrt  égard  à  ia  for- 
mule (15)»  on  trouvera 


(16) 


On  démontrerait,  en  raisonnant  de  la  même  nm- 
nière ,  qu  il  suffit  de  poser 

(  1 7)  F{x)  =  {x-aY'  [x-bY'  cp  {x) , 

et 

pour  obtenir  une  équation  de  ia  forme 


&C 
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jj^  i.^  Décomposilion  d'une  Fraction  rationnelle ,  dont 
le  dénomiîiateut  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
linéaires  inégaux ,  en  fractions  simples  qui  aient 
pour  dénominateurs  respectifs  ces  mêmes  facteurs 
linéaires  y  et  des  numérateurs  eonstans. 


Soit 


/(') 


i 

ia  (ractton  rationnelie  que  Fon  considère,  m  le  degré 
de  la  fonction  F(jc)  ,   et 

les  racines  ^  Téquation 

supposées  inégales.  On  aura  ^  en  désignant  p^  k  ui^ 
coefficient  constant  ^ 

(2)       F(^)  -  k  (^-^o)  (^-^1)  . . .  {^—^m^^  ; 

tît ,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  paragraphe 

<jui  précède ,   ia  fraction  rationnelle   ^^  \    pourra 

être  décomposée  en  deux  autres ,  dont  la  premièra 
sera  de  la  forme  • 

A 


X  —r-  X^ 


o 


Ao  représentant  une  constante ,  tandis  que  la  se- 
conde aura  pour  dénominateur 

Aa  * 


X — x^ 
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En  décomposant  cette  seconde  fraction  rationnel^, 
par  ia  même  méthode  ,  on  obtiendra 

I  .*"  une  nouvelle  fraction  simple  de  ia  forme 

A, 


.  I 


2.°  une  fraction  qui  aura  pour  dénominateur 

En  continuant  ainsi ,  on  fera  disparaître  successive- 
ment du  polynôme 

F{x)—  k  {x—x^  (^— ^x)  • . .  {x—x^_) 

tous  les  facteurs  linéaires  qu'il  renferme  \  en  sotte 
qu'on  réduira  définitivement  ce  polynôme  à  la 
constante  k.  Donc  ,  lorsque  ,  par  une  suite  de 
décompositions  partielles  semblables  à  celles  que 
nous  venons  d'indiquer ,  on  aura  extrait  de  la  frac- 
tion p\^\  une  suite  de  fractions  simples  de  lu 
forme 

Ao  ^,  A^  ^m-i 


>  ^«J  „.        -..'•••^^  > 


x — Xo  X — jr,  X — x^  X — x„_j 

le  reste  ne  pourra  être  qu'une  fraction  rationnelle 
à  dénominateur  constant ,  c'est-à-dii  e  ,  une  fonction 
entière  de  là  variable  x.  En  désignant  pai'  R  cette 
fonction  entière ,  on  trouvera 


(3) 


=  R^ 


X — X, 

-t- 

s    x^     '    •'• 

'"'      •'^m  — I 
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II  reste  maintenant  à  savoir  quelles  sont  les  valeurs 
des  constantes 

Aqj  A^y  A^j   -^«-i* 

Ces  valeurs  se  déduiraient  sans  difficulté  de  la  mé- 
thode de  décomposition  indiquée  dans  le  premier 
paragraphe.  Mais  on  parvient  plus  directement  à 
leur  détermination  à  laide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Si  i  on  multiplie  par  F{a:)  les  deux  membres  de 
lequation  (3),  on  en  tirera 


(4) 


^      ^W      .  :     A       .     ZW 


*     X X,  *"     '        X X 


Ttb^l 


Si  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  for- 
mule on  fait 

la  somme 

^      '  X X.  *•  X X,  '^     '  X X„.     , 

qui  est  évidemment  un  polynôme  en  a:  divisible  par 
X  —  j^^,  prendra  la  forme 

z  Z  ^ 

Z  désignant  une  fonction  entière  de  z;  et  Ion  aura 
par  suite 

(5)         f{a:,^^)  =  A,l^^^^-^zZ. 
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Supposons  maintenant  que  la  sn^tkuticm  de  x-^-js 
au  lieu  de  a:  dans  la  fonction  F  [x)  donne  généra-, 
iement 

Oa  eo  déduire 

F  {x,-^z)  =  z  F,(a:,)  -H  z  '  F,  (x„)  -h  &c. . .  ; 
et  l'équation  (<)  deviendra 

Lorsqu'on  fait  dans  cette  dernière  ^=o ,  elle  se  ré^ 
duit.  à 

•  •  * 

et  I  on  en  oonciut 

■  (7)        ^..  =  Fier  •  ■ 

On  trouverait  par  un  calcul  entièrement  sernblabt* 


A,= 


F^(.'.)      ' 


4   -    /(^») 
(8)   (  '"   ^■■^''\' 

&c. .  . 

Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour 
À        A        À  A 
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sont  éTÎdenuneiit  indépendantes  du  mode  employé 
pour  fat  décomposition   de  la  fhu^ion  rationnelle 

'ÇjY  >  ^^  ^  l'é&ube  (^e  cette  fraction  ne  peut  être 

décomposée  que  d'une  seule  manière  en  fractions 
simples  qui  aient  pour  dénominateurs  les  facteurs 
linéaires  du  polynôme  -F(^)  avec  des  numérateurs 
eonstaos. 

II  est  aisé  de  voir  comment  I  équation  (y)  et  la 
formule  (  3  )  du  paragraphe  précédent  s  accordent 
entre  elles.  En  effet,  F,(.r^)  est  ce  que  devient  le 
polynôme 


lorsqu'on  y  fait  z  =  o  ^  ou  or  =  ^^  ;  et  par  suite ,  si 
l'on  pose 

(9)  F{ai)  =  {^'-^.y<^{^)s 

on  aura  F,  (j?o)  =  <J>  (-^o)  > 

Pour  monti^r  une  application  des  formules  ci- 
dessus  établies ,  supposons  qu'il  s'agisse  de  décom- 
poser en  fractions  simples  la  fraction  rationnelle 


*" 


n  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  m.  On 
aura  dans  ce  cas  particulier 
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et ,  si  l  on  représente  par  h  un  nombre  entier  qui 

ne  surpasse  pas  -*-,  les  diverses  racines  de  lequa* 

ï\(m  F(^)  =  G,  toutes  inégales  entre  elles,  seront 
coinprîses  dans  la  formule 

2  A  T'  y .  2  A  ÎT 

COS.  — : =+r  T/— I  sin. . 

'  ■.      '  I»  •  ^  m 

Soit  a  Tune  de  ces  racines  ;  et  cherchons  le  numé- 
rateur A  de  la,  fraction  simple  qui  a  pour  dénomi- 
nateur je  —  a.  Ce  numérateur  sera 

A    _     /(«)      _         «" 

la  valeur  de  F,  (a)  étant  déterminée  par  lequation 

F  {a)  -^zF,  (a)  -*-  &c 

•  ■  ■ 

=  Fia-^z)  =  {a-^zY—  i  =  a"^—  i  -+-m  aT^'z-^-  &c-. . , , 

et  par  conséquent  égale  à  mcû""'^.  On  trouvera  par 
suite 

m  a"    '  m 

Comme  on  a  d'ailleurs 

(T-hir  ^^     y —     .        2At  \«-n-«? 
COS.  — —  zt  V  — I  sïn. ) 
?»             '                      m      / 

=  COS. ^^ ' —  ±  i/--i  Sïn. 


m  .      ^  m 


on  conclura  de  ce  qui  précède,   en  faisant,  po\iJC 
abréger , 

(U)  ;;, -a, 
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(.*) 


x" 


;t'"--i 


COS.  29  H-  v^^i  sin.  20  COS.  iG  —  V—^  sin.29 


1 

n         \ 


X — I  2T  . .       2T  27r  aTTi 

X — COS. / — 1  sm.  —       X— COS. hy — i  sin.  — 

m                     m  m                     m 

COS. 49  H-  v^^  sin.  49  COS. 49  —  V-^  •™'  iB 


pr  ,     ^w  4T        —  .     4T 

X — COS. v'^sm. —        X— COS. |-v— isin. — 

wt  m  m  m 

&C 

On  trouverait ,  en  raisonnant  de  la  même  manière  > 


O3) 


x" 


x"* 


f  C0S.9-+- V'^— '^™-0  COS.  9  —  /— I  *^''-9 

i 1 ■ 


I 

—  X 

f» 


X — COS. y — 1  sin.  —        x — cos. hv' — »  sin.  — 

mm  m  m 

COS.  39  -H  V—^  *'^"-  50  <'<'s.  ^ô  —  /II7  sin.  :}9 

X— -COS. /— I  sin.  ^^—       X— COS.   —  -1-/— i  sm.  ^-r 

m  m  m  fn 

&C 

II  est  essentiel  d'observer  que  la  dernière  des  frac- 
tions simples  comprises  dans  le  second  membre  de 
1  équation  (i  2)  ou  (i  j)  sera,  pour  des  valeurs  paires 
de  m,  s  il  s'agit  de  l'équation  (12),  et  pour  des  va- 
leurs impaires  de  jn,  s'il  s'agit  de  l'équation  (13) , 

COS.  w9     COS.  (w-4^i)t      (  —  i)""*"* 


X  -t-  i  X  -H  i  X  -H  I        ^ 


Ainsi ,  par  exemple ,  on  aura 

^    ^'  .r^  —  i  -   \  X — I  x-i-i   /  ' 
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(i6) 


X^-i-4 


coi.  —-4-  v— I  Bin.  —  cfe.  — -^i/-..i  sin.  — 

l-Z L-t- l 1 

AT-tços. ^— I  «n.  —  a?— COS.  —  +  y — i  sin.  •- 

3"^  }     *^  3  3      '  » 


I 

—  X 


JF-H  I 


&C, 


On  peut  remarquer  encore  que ,  si  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (12)  ou  (13)  on  réunit  par 
l'addition  deux  fractions  simples  correspondantes  à 
deux  facteurs  linéaires  conjugués  du  binôme  jc'^zbi , 
la  somme  sera  une  nouvelle  fraction  qui  aura  pour 
dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré ,  et 
pour  numérateur  une  fonction  réelle  et  linéaire  de 
la  variable  .r.  On  trouvera,  par  exemple,  en  pre- 


2  je  COS. 2 


5 


Il  est  facile  de  généraliser  cette  remarque  ainsi  qu'il 
suit. 

Supposons  que,  les  fonctions  entières  J*{^) ^ 
F[jc)  étant  réelles  ,  on  désigne  par 
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et  -H  Ç  j/— I  ^     A  —  C  j/— T 

deux  racines  imaginaires  c<in}ugaée6  de  i'équatîoa 
(  I  )  ;  et  prenons  pour  Aet£  deux  quantités  réelifift 
propres  à  vérifier  la  formule 

(■8)         ^ÏI^I^H^-*'^' 

/^,(;r)  représentant  toujours  le  coefficient  de  z  dans 
ie  développement  de  Fi^j^-^z).  On  aura  aécessaî-^ 
rement 

et,  par  suite,  si  Ton  décompose  la  fraction  ration- 
nelle pp.  y  les  deux  fractions  simples  correspon- 
dantes aux  facteurs  linéaires  conjugués 

seront  respectivement 


(•9) 


a:  — Ét-*-Ê'y— I  '       X  — «H-Cy'  — 1 


En  ajoutant  ces  deux  fractions,  on  obtiendra  la 
suivante 


(20) 


2  A  {X CL)~^2fi^ 


Cette  dernière  ,  qui  a  pour  numérateur  une  fonc- 
tion réelle  et  linéaire  de  la  variable  jsc ,  et  pour  dé- 
nominateur un  facteur  réel  du  secofid  <Iegré  du 
polynôme  F{jr)  ^  ne  diffère  pas  de  Ja  fraction 
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u 


que  renferme  la  formule  (9)  du  premier  paragraphe, 
dans  le  cas  où  Ton  suppose 


5.  3.*  Décomposition  d'une  Fraction  rationnelle  donnée 

en  d'autres  plus  simples  qui  aient  pour  dénomina* 

.   teurs  respectifs  les  facteurs  linéaires  du  dénomina-^ 

teur  de  la  première ,  ou  des  puissances  de  ces  mêmes 

facteurs ,  et  pour  numérateurs  des  constantes. 

Soient 

•    /(^)  •  * 

la  fraction  rationnelle  que  ion  considère ,  m  le 
degré  du  polynôme  F{x)^  et 

a ,    b  ,    c ,     

les  diverses  racines  de  i  équation 

(i)       -         F{x)  =  o: 

On  aura,  en  désignant  par  k  un  coefficient  constant, 
et  }>ar  m\  m" ,  m\  &c....  plusieurs  nombres  entiers 
dont  la  somme  sera  égale  km, 

(2)        F{ji)  =  k{x-aY'  {x-bf"  [jc—cY"'  ... 

Cela  posé ,  si  Ion  fait  usage  de  la  méthode  exposée 
dans  le  premier  paragr£q)hc ,  Ton  décomposera  la 
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fraction  rationnelle    r     .    en  deux  autios  dont  la 
première  sera  de  la  forme 


^jc^ar     ' 


tandis  que  la  seconde  aura  pour  dénominateur 


X 


^  =  k{,x^aY''-'  {x-bY"  [x-cY'"  ... 


En  .décomposant  cette  seconde  fraction  rationnelle 
par  la  même  méthode ,  on  obtiendra",  i .''  une  nou* 
velle  fraction  simple 


A. 


r^  _«)'"'-»     ' 


dans  laquelle  ^,  représentera  une  constante,  2."* une 
fraction  qui  aura  pour  dénominateur 

En  continuant  ainsi,  on  fera  disparaître  successi- 
vement du  polynôme  .F[x)  les  différens  facteurs 
linéaires  dont  se  compose  la  puissance  (.r  —  ci)'"'  ; 

et,   lorsqu'on  aura  extrait  de    };.     une  suite  de 

^  t  [x) 

fractions  simples  de  la  forme 


A  Âi   '  A,  o__  A^,, 


^        11! -^^li &c 


lf;'-I 


Je  reste  sera  une  nouvelfe  fraction  rationnelle  dont 
le  dénominateur  se  trouvera  réduit  .à 
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Si  de  ce  reste  on  extrait  une  seconde  suite  de  èrsj^ 
tions  simples  de  ta  forme 

on  obtiendra  un  second  reste  dont  le  dénominateui* 
sera 

Enfin ,  si  Ton  prolonge,  ces  opérations  jusqu  a  ce  que. 
le  polynôme  /^^)  se  trouve  réduit  à  la  constante  k, 
ie  dernier  de  tous  les  restes  sera  une  fraction  Fa* 
tionnelle  à  dénominateur  constant ,  c'est-à-dire ,  une 
fonction  entière  de  ia  variaWe  x.  Appelons  R  cette 
fonction  entière.  On  aura  définitivement  pour  la 

videur  de  ■'^j,'^-.-    décomposée  en  fractions  simples 


B  B.  B 


m"~i 


^JP — Cj  V^"~^>  JP*— « 

-+-  &C , 

désignant  des  constantes  que  ion  peut  facilement 
déduire  des  jprincipes  exposés  dans  ic  premier  para* 
graphe ,  ou  calculer  directement  a  Faide  des  consi- 
dérations suivantes. 
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Faisons  f  pouir  )4us  de  comiBodhé , 


(4) 


iî  1    ^ 

1 .                    *                -4— 

.        ^m"-t 

^    '      tr-*)^" 

'      (^-c)""-'  ..'     •• 

•    •         '  "     ■                L. 

1 

c^. 

X — c 

(x-c-)'""' 

(x— c)"* — '           •  • 

-H  &C 

t                  , 

• 

Q 

• 

Q  sera  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable 
o:^  et  Féquatiop  (3)  deviendra 


mf         '        /^        Njn'»— I 


.r— fl 


i/«"  /_      ^\m"' 


Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière 
par 

F{w)  =  k{x^af'  {x—by  {x^cf'" 

on  en  coûclura 


F  {X) 


f(f)  =  [/J-,-^,(*^)H-,..H-^„,_,(*-a)«"-]  X  -£^ 


et  par  suite ,  en  faisant 
on  trouvera 


9 
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Z  désignant  la  valeur  du  polynôme  k  Q  exprimée  en 
fonction  de  z.  Supposons  maintenant  que  la  subs- 
titution de  or  -H  <5 ,  au  lieu  de  ,x ,  dans  les  fonctionâ 
f{^  et  F(;r).  donne  généralement 

(7)  )   F[:jç-^z)  =  F[x)^zF,  {a:)-^z'  F.{^)-^ 

+  Z-'  F^{x)  +  z-'-  F^.^,  (a:)  -h-  &c. 

On  aura,  en  prenant  a:=:a-^Zy  et  observant  que 
le  développement  de  la  fonction 

F{a:)  =  F{a-+-  z) 
doit  être  divisible  par  (x  —  a^'  =  ^'"'  / 

(9)     F(«)  =  o,  F,(«)  =  o,   ...  F_(«)  =  o. 
Cela  posé ,  la  formule  (6)  se  trouvera  réduite  à 

(/W-+-*/,  («)-+-*'/.(«)-+-  &C..... .^. -tz^ 

et  Ton  en  tirera,  en  égalant  dans  les  deux  membres 
les  coefficiens  des  puissances  semblables  de  z , 

i     /.(«)=  ^2  f«,'  («)  H-  '4 .  ^m'+.  («)  -f  ^4  f  „,^^  (a)  ,   &c. .  .  . 

On  trouvera  par  un  calcul  entièrement  semblable 
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«te 

Ces  diverses  équations  suffiront  pour  fixer  complè- 
tement les  valeurs  des  constantes \^  ^  A,^  A^j.  .  . 
B ,  B^ ^  B^y  •  •  •  C ,  C^y  C^j  •  •  •  &c. .••^.  Elles 
donneront ,  par  exemple , 

Les  constantes  ainsi  déterminées  étant  évidemment 
indépendantes  du  mode  employé  pour  la  décompo- 
sition de  la  fi^ction  rationnelle  '\,,l  ,  il  en  résulte 

rque  cette  fraction  est  décomposable  d'une  manière 
seulement  en  Exactions  simples  de .  la  forqie  de  ceiles 
que  renferme  le  second  membre  de  i  équation  (3). 

II  est  aisé  de  voir  que  la  première  des  équations 
(13)  slaccorde  avec  la  formule  (i4)  du  premier 
paragraphe.  En  effet,  la  quantité  F^f{a)  est  ce  que 
devient  le  polynôme 

F^. (a)  '-*-  zF„.^,{a),^  z'f:^'.M  ^-  &c... 

.'■  ^  » 

F(aH-3i)    F  (x) 

■     "^  «'«'         ^     (x-«)"'    *  ■    — 

w 

lorsqu'on  y  fait  z==o  ou\r=a/  et  par  suite,  si 
Ion  pose  -  -, 

TOM.  1.  Bb 
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04) 

F{x)  =  {x^a)'"'<^{x), 

on  aura 

F^(a)  =  <}>(«), 

.05) 

Dans  le  cas  où,  les  fonctions y(j:)  et  F(a:)  étant 
réelles  Tiine  et  L'autre,  Téquation  F(a:)z=o  adniet 
m'  racines  égales  à  et  -h-  C  -/^ ,  la  même  équation 
^dmct  encore  m'  racines  égales  conjuguées  aux 
premières ,  et  par  conséquent  représentées  par 

Dans  cette  h3rpothèse ,  si ,  après  la  décomposition  de 
.la  fraction  rationnelle 


on  réunit  deux  à  deux  les  fractions  simples  qui  o^ 
p  our  dénominateurs 

(or— et— €/=T)'"'      et    {x—ct-^Cy^y  , 

(;r— flc— €/^)*'-'   et   (x—cL-^Cy^iy-' , 

enfin 
x-^cL  —  Q"^^     et     a: — oc-»-Cy^,  * 

les  différentes  sommes  obtenues  seront  des  fi-ac- 
tions  réelies  et  rationnelles  qui  auront  pour  déno- 
minateurs respectifs. 
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[(x-<t)'-HC-r,  . 

OLVi/*  •    •   •   • 

et  dent  le  système  pourra  être  remplacé  par  ujûe 
suite  d'autres  fractions  qui,  avec  les  mêmes  déno- 
minateurs, auraient  pour  numérateur^  des  fonctions 
réelles  et  linéaires  de  la  variable  x.  Au  reste,  il  est 
facile  de  calculer  directement  cette  nouvelle  suite  de 
fractions  9  en  commençant  par  ce{ies  qui  correspon- 
dent aux  plus  hautes  puissances  de  {x — ct)*H-€\ 
Cherchons ,  par  exemple ,  celle  qui  a  pour  dénomi* 
nateur 


Daprès  les  principes  établis .  dans  le  premier  para- 
gi^aphe ,  elle  sei-a 

pourvu  que  Ton  fasse 

et  . 

(i8)  cpW=  ^'^^^-  -,  . 

Ajoutons  que ,  si  dans  la  formule'  précédente  on 
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pose  successivement    .  • 


on  en  conclura,  eu  içgard  à  {a  seconde  des  équa- 
tions (8) , 

•  .  »         ■     * 

et  par  suite, , 


£ 


yt'     I  Tiii 


CH  A  PI  tRE  XH.         1     •'  1 

Lies  Séries .  récurrentes..  ,:^ 


'      -  • 


•■i«  ?Uj  •>?> 

J.  1/'  Considérations  générales  sur  lés^.  J^épi^  :\j 

récwTentes, 


•  *  ■  » 


Une  série.  '     ;     i.  .,••'.•  :  '  :.-,•.  r 

ordonnée  suivant .  |e5 .  piii^is^r^ces  .^cendantes ,  et  étai- 
tières  de  la  variable  x,  e^t  appelée  récurrente,, lort^ 
que,  dans*  cette,  ^éwQ^. considérée  à,  partir  d'ua^terme 
doqnç,  le  coefficient  4'une.puissàhce  quelconque^  de 
la  variable  s  exprime  en  fonction  linépi^çjje^^çqg^*- 
j^ciens  dçs  puissances  inférieures  pris,  j^ik  npoibrie 
fiî^e.;  eii  sorte  qu'il  si^ffisç,  de  rècoî^V: fux  valeurs 
.de  ces  ^derniers  cgéffîciens  pour  en  déduire  celui  que 
Ton  cherche.  Ainsi  ^  par  exeipple  j  la  série     /    .   ^ 

(2)  1,20?,  3.r%  .  .:  ; .  (fZ-t- 1 )a?''^  &C,,w.        ) 

€st  récurrente ,  attendu  que ,  si  Ton  fait    . 

on  aura  constamnient  pour  des  valeurs  de  n  supé- 
rieures à  funité 

*■  •  •'• 

(3)        «.= a  «*-. —«»-»• 
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En  général,  ta  série  (i)wrà  récurrente,  si,  pouf 
toutes  les  valeurs  4e,  n^  supérieures  à  une  certaine 
limite ,  les  coefticiens 

de  plusieurs  puissanceSL  consécutives  de  x  se  trou- 
vent liés  entre  eux  par  une  équ&tion  du  premier 
de^;  Soit 

Féquation  dont  il  s'agit,  k,  l,  . .  .  p,  q  déi$ignani 
des  constantes  déterminées.  La  suite  de  ces  cons- 
tantes  formera  ce  qu'on  appelle  ï échelle  de  relation 

de  là 'séinè,' échelle  dont  les  constantes:  elite-méme^ 

.  •         •    • 

seront  fes  dlïTérèhs  terffies. 

Dans  !a  série  (  i  ) ,  supjposée  récurrente ,  Iij:  variafcfè 
x  et  lés  coefficieris  a^j  a, ,  «, ,  .,..'  ^p^  peuvent  être 
ou  dés  quàVitités  réelles ,  ou  des  expressions^  imagi- 
naires, èélà  posé,  représentons  par^„  le  riiodulfe 
de  fexpression  a„,  et  par  conséquent  ia  valeur  nu- 
mérique de  cette  expression,  iorsqu'eiie  est  réelïé. 
On  conclura  immédiatement  des  principes  établis 
dans  les  VI.*  et  IX.*  chapitres  que  la  série  (i)  sera 
tantôt  convergente ,  tantôt  (fivergente ,  suivant  que 
le  module  ou  fa  valeur  numérique  de  a:  sera  infé- 
rieur ou  supérieur  à  la  plus  petite  des  limites  vers 
lesquelles  converge,  tandis  que  n  croit  indélininient^ 

lexpression  (/»)    "- 
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5.  2/  Développement  des  Fractions  rationnelles  en 

Séries  récurrentes. 

Toutes  les  fois  qu'une  fraction  ititionnelle  petit  se 
développer  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et -entières  de  iavarîabfei 
cette  série  est  en  même  temps  récurrente,  ainsi  qu  on 
va  le  faire  voir.  '  '' 

Considérons  d  abord  la  fraction  rationnelle 

^ans  laquelle  a,. A  désignent  deux  constantes  i^éelies 
ou  imaginaires,  et  m  un  nombre  entier*  Elle  pourra 
se  mettre  sous  la  forme  . .      > 

et  sera  déyeloppable ,  aussi  j^i^  que  TexpresMOil'  ^ 


( 


I  • 


en  série  convergente  ordonnée  suivant  fes  puis* 
sances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  àè^  si 

la  valeur  numérique  du  rapport  ~  suppo^  réel:» 

ou  le  module  du  méipe  rapport  supposé  imaginaire^ 
est  une  quantitç  comprise  entre  les  limites  o,  et  i . 
Cette  condition  sera  remplie,  si  le  module'  de  la 
variable  x,  module  qiù  se  réduit  à  ta  valeur  numé- 
rique de  la  même  variable  quand  ceUe  -  ci  devient 
imaginaire  y  est  inférieur  au  module  de  la  constante 
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a  ;  et  f  on  aura ,  dans  cette  hypothèse , 

(2)       (I )    .  =  IH 1 ii i— j-H-ficc... 

^   /        V  <*  /  '     «  1.2a* 

i.2.j...(»»— 1)        i.2.i..,(m— i)  tf         1.2.3. ..(fil — 0  f^ 

'■-"ri  ^^^  ^ 

|[]te'j  trouvera  par  suite 

et,  si' Ion  fait  pour  abréger 

on  obtiendra  l'équation 

CWicëvoQS  inàintehant  que  l'on  multiplie  iek  deti3^ 
membres  de  l'équation  précédente  par  {a—xY  :  on 
en  tirera  ^ 


.  "  ■  «  • 


.  ;  V  >  »» 


^ a'^'(tfo«-4-d,^*-H..  .-»-«^,'«'"-+-  «^   jr'V-'-f.&c...^ 


0* 


*;•« 


«  »    « 


•  -^    :  '  • .  .      ;    i 


1.2 

—  «te.... 


OU ,  içe;i]ù{  rçviçnt  au  méoiei    '     -^  •^r)'>    •  i!      '  f 


(7)  (-ir^^a-'a.H-f  a*»  a,— ^•«-«fl,j 


f     -     '     •  •  •     f  . 


.A^    (m^i,   ^"^  «»«-«/«     ,    m(m^t)  ^^^_  ^-»j. 

■      \    :  I      •  .  .    \  »%.       •  '       ■  /  ■  ' 

'"-  •'  "  ''"■    'î    ».'■■''     *  •      • 

•+-   l  «    ««  —  7  «      ««-t  H 1-77-"  «      ««-i"-r...3=««-.«J  « 

-4-  8tc.        ^^     - 

.       ■    •"  ■  '  .       '  .  .■■',.,• 

Cette  dernière  formule  devant  sutsister 'toutes  les 
fois  que  le  module  de  la  yaf iablé  \r  est  inférieur  au 
nfrôddle  de  là  constante' à*^  par'  conséquent,  totifes 
les  fois  due  fôn  atti^bué  à  .r  une  valeur  réefie  pèii 
difFéreilté-tfe  îéroj  on  èh"C'onciItirtt,*par  desTaisorf- 
nemens  semblables  à  ceux  que' nous  avons 'empioVës 
pour  détttontrer  le  6.*"  théorème  du  VI.*  •  chapitre 


•i 

m 


?C-nO?^:=  «rjii»i.îi«t«,— -*^'ar-'a^=  o,. 

(8){    - 

I         ■  -•1,2"/ 


et  généralement 

•  I  •  * 

lljîst  essentiel  .de  remarquer  que,  réquatioi^;(9)\fii 
lieu  seulemq^t  pour. des  valeurs  entières  dffsi^^égaies 
ou  supérieures  à  m ,  et  qu  eiiç  doit^étre  r^j^placéçi 
lorsqu'on  suppose  n<^^  pa^  i'une  desrf(Mrmule&{$J| 
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De  plus,  comme  leqtiiitioil  (^),  étAiit  tiftéâii^  par 

rapport  aux  constantes 

■.  '   •  '   .' 

^donnera  pour  ïa  première  de  ces  constantes  une/ 
fonction  linéaire. die  toutes  les.  mitres  ^  il  en.  résulte 
que  dans  la  série 

(ic)         a^,  ^i«^>  o,^x^ ,  ...  a^^*,  &c. ..• 

considérée  à  partir  du  terme  a^aî*",  Iç,,coeffi^ent 
d'une  puissance  quelconque  de  «zr  s'exprimera  es 
fonction  linéaire  aes  coefficiç^s  di^s  puissances  îuÇér 
f;ieur€^  pri&consécujtivemenjt  et  t|n  irombre,  égid  à  m. 
.Cette  j^r je  sera  dope  Tupe  de  celles  quepous  avons 
|iigpunjée$  récurrentes. 

•  jpaftçi  les  diverses  formules  particulières  qu'on 
peut  déduire  de  lequation  (3),  il  est  bon  de  remar* 
quer  celles  qui  correspondent  aux  deux  suppositions, 
fw=i ,  w=z;  On  trouve  dans  k  première  bypodièse 

et  dans  la  seconde 

-  V       /    fa:— «)  a        •       a*  J   aft  ^   a>  .  ■■      ^ 

■•     -\'i/.-  .11. 

Les  deux  formules  précédentes,  dont  la  première 
détermine  la  somme  June  progression  géométrique, 
subsistent,  ainsi  que  l'équation  (3) ,  toutes  les  foii 
que  le  module  de  x  est  inférieur  au  module  de  a. 
Lorsque 'dans  Téquation  (  1 2)  on  fait  en  même  temps 
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on  obtient  la  suivante 


^ui  a  pour  second  membre  ia  somme  de  la  série  (2) 
[§.  i.**^]  ,  et  suppose  le  module  de  x  inférieur  à 
L'unité.  - 

Considérons  maintenant  une  fractioa  rationneRe 
quelconque 

(l4)  :      *^^^) 


tf.'. 


mttmfmmmm 


f{x)  ^  F{jc)  étant  deux  foQctlohs  entières  de  I9,  va- 
riable 4^.' Représentops  par  a>  h,  c,  ...  les  diverse 
racines  de  Féqu^tion    ^  ..•....; 

(15)  F{x)  =  o,  •     :'  '  ;' 

f    ■         ■ 

*     ■  r  '     ■ 

par  m' lé  hdtobfe  des  racines 'égaies  à  a,  far  m*  te 
nombre  des  racines  égales  à  é>  par  ti'"  ie  lioAibre 
des  racines  éj^aléi^  à  c>  &c. •  • .,  et  par  k  te  6oeffl- 
cient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  ^ins  lé  poty- 
nonie  /"(^^î  ^^  ^^^^  quon  ait 

(  1 6)       F(a:)  =  ^  {a;— a)"'  {a^-b)""  {x-cY  '".... 

■      ■  .  ■  '      '    ' 

La  méthode  exposée  dans  le  chapitre  précédent  four« 
nira,  pour  la  décomposition  de  la  fraction  ratibiirièlle 

-^4^  en  f^  râttpks,  une  équation  de  la 

forme 
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L.'iVlîii  ■.    '..:rt"&^».«.|' 


4,,  ^n  •  •  •  ^/  ^^  »  •  •  •  C^/  ^i  >  •  ••  &c-  •  •  désignani 
dès' constantes  (ïéterftimées/ et' /î  une  fonction  en- 
tière  de  a:  qui  s'évanouira  lorsque  le  degré  du  poly- 
nôme y(a:)  sera  inférieur  à  celui  du  polynôme  1^^)- 
Cela  posé ,  concevons  que  le  module  de  la  variable 
ir  sojt  îriférîei#*rfux  itiodlilesdes  diverses  riaeines  a^ 
b*;  'C,\  •'.-;,  et  pftr  èoûsé^jftietit  aU'  plus  petit  de  ces 
modules.  On  pourra  développer  cbacuil^e  Mes  frao- 
tions  simples  que  renferme  le  second  membre  de 
Féquation  (ly)  en  urfe  série  convergente  ordonnée 
^^ivant  les  .puissances  ascendantes  4^  j[^  vsuiîabie  Xy 
p(iis,,)^n  ajojij^apties^développeniei^  s^^  formés  au 
pqlyjgipmg  tl^ofi^  obtiendra  une  nouvelle  çpne  con- 
vergente toujours  ordonnée  suivant  ïes  puissances 
Ascendantes  de  a:,  et  dont  la  somme  sera^ équiva- 
lente à  la  fraction  rationnelle  -Arrr-  •  Soit 

.  •  .  .  . 

•  •  •  ■         •       ,      ,  ,         », 

(i8)        a^j  a, a:,    ^x^^j    .  .  •    cf^^*,  &c. .  .  . 

m  ^  .  -*  •,  -■-■ 

la  nouvelle  série  dont  ii  est  ici  question.  La  formule 
subsistera  toutes  les  fois  que  cette  nouvelle  sérié 
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•era  convergente,  c est-à-dire j  toutes  les  fois^  queié 
module  de  la  variable  x  sera  inférieur  au  plus  petit 
des  nombres  qui  servent  de  modules  aux  racines^  de 
f équation  (15).  J'ajoute  que  la  série  (18)  sera  tou- 
jours une  série  récurrente.  C'est  ce  que  Ton -prou- 
vera aisément  ainsi  qu'il  suit.  ' 
Désignons  par  m  ia  somme  des  nombres  entiers 


ni! ,  m\  m-,  .  . .  ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
degré  du  polynôme  F{x) ,  et  faisons  eh  conséquence 

(20)       F(lr)=^^-*-/j7^'H- -^px^q, 

k,  l, p,  ^représentant  des  constantes  réelles 

ou  imaginaires.  L'équation  (19)  deviendra 

■  '■  ■       *    .  •   • 


Après  Favoir  mise  sous  la'  forme 


\    •. 


(22)     •    ■  /(*)  = 

on  en  tirera ,  en  développant  le  second  membre 
comme  on  la  fait  pôurTéquâtion  (6) , 


•     «• 


/  (x)  =  ^a^  -4-  (^a,  •^pa^)x  -+■  &c ^  . 

(^3)'. 

-H  &c 


•  • 
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XSette  dernière  formula  devant  subsister  twt  que  le 
module  de  la  variable  a:  est  inférieur  aux  modules 
des  consentes  a,  b,  e, ...  ^  on  démontrera,  par  des 
raisonnaiiens  semblables  à  ceux  dont  jiqus  avpns 
fait  upage  pour  établir  le  6.*  théorème  du  YI.^  cha* 
pitre  Ç§.  4]'  que  ies  coeffîciens  des  puissances  sem^» 
blables  de  x  dans  ies  deux  membres  sont  nécessai- 
liment  égaux  entre  eux.  li  en  résulte  i/  que  le^ 
coeffîciens  des  diverses  puissances  de  a:  daii^  Ces  dif- 
férens  termes  du  polynôme  yi[u;)  sont  respectivement 
égayx  aux  co^çie^s  des  qieme^  jHiiss^iflçes  dans  la 
série  dont  la  somme  constitue  le  second  membre  de 
^^uàtion  (23),  2.''  que  dans  cette  série  les-coeffi- 
ciens  des  puissances  (lotit  Fexposant  surpasse  le  degré 
du  polynôme  f{x)  se  réduisent  à  zéro.  D'ailleurs , 
si  foB  CQn»d^e  un  terme  de  fa  série  dans  {^equel 
l'exposant  n  de  la  variable  x  surpasse  le  degré  du 
polynôme  y*(.r) ,  et  soit  en  même  temps  égal  qu  su* 
|>érieur  à  m^  ce  terme  sera  de  la  forme 

Donc ,  toutes  les  fois  que  la  valeur  Ae  n,  étant  su- 
périeure au  degré  du  polynôme  f{x) ,  sera  dé  plus 
égale  ou  supérieure  au  degré  m  du  polynôme  F(x)^ 

les  .coeffîciens 
f 

se  trouveront  assujetti»  à  féquation  linéaire 
(î4)        î«,-<-i'««-.-^".-^'«.-^.:-*-^«,-«  =  Oy 
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et  par  fake/poiv  une  semblable  valeur  dé  riyW 
coefficient  a„  de  la  puissance  af^  s'exprimera  en 
fonction  linéaire  de  ceux  des  puissances  inférieures 
pri>«s  con^tivement  au  nombi^  de  m.  La  sérip 
(i8)  sera  donc  fune  de  ceiies  que  Ton  nomme  ré- 
currentes. Son  échelle  de  relation  se  composera  des 
constantes 

*.  ^/   P^  9/ 

respectivement  égales  aux  coefficient  des  diversea, 
puissances  de  a:  dans  le  polynôme  F  [a:). 

Parmi  les  séries  qui  représentent  les  développèmens 
des  fractions  renfermées  dans  le  second  membre  de 
la  formule  (  1 7)  9  et  qui  sont  toutes  coni^ergçntes 
dans  le  cas  où  le  module  de  la  variable  a:  reste  in- 
férieur aux  modules  des  diverses  racines  de  féqua- 
tion  (15),  Tune  au  moins  deviendrait  divergejàte  »  si' 
le  module  de  la  vsuriaUe  vei^t  à  surpasser  celui  de  ' 
quelque  racine.  Par  suite  la  série  (18),  toujiHirs 
convergente  dans  ie  premier  cas ,  sera  ^  divei^ente 
dans  le  second.  Dautœ  part^  si  fon  &it  croître  in- 
définiment le  nombre  entier  n ,  et  si  Ton  désigne 
par  f^  le  mpdule  du  coefficienf  a„  dans  fa  série  (  i  S), 
cette  série  sera  convergente  ou  divergente  [voyex 
le  §.  I  .**■  ]  suivant  que  le  module  de  a:  sera  inférieur 

ou  supérieur  à  la  plus  petite  des  limites  de'  (^^)  " . 
Comme  les  deux  règles  de  convergence  que  nous 
venons  d'énoncer  doivent  nécessairement  s'accorder 

■ 

entre  elles,  on  peut  conclure  que  le  plus  petit  des 
modules  qui  correspondent  aux  racines  de  rèqua* 
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H0n.{i^)  est  précisément  égal  à  la  plus  petite  des 

limites  de  t expression  (j>^)    "  ; 

Lorsque  les  deux  fonctions  y( or),  F{x\  sont 
réelles ,  le  coefFicieht  a^  l'est  aussi  ^  et  son  module 
f^  ne  diffère  pas  de  sa  valeur  numérique.  Si  dans  la 
même  hypothèse  féquation  F{x)z=lo  n'a  que  des 
racines  i^Ues,  la  racine  qui  aura  ia  plus  petite 
valeur  numérique  sera ,  d  après  ce  qu'on  vient  de 
dire,  égale  (au  signe  près)  à  la  plus  petite  Ae& 

limites  de  {j^    " .  Enfin  si  le  rapport     ^^     çon- 

vei^e  vers  une  limite  fixe,  on  pourra  la. substituer 
[chap.  n,  §.  3  ,  2/  théorènÀe]  à  la  limite  cherchée 

de  l'expression  {j)  " .  Cette  remarque  conduit  à  la 
règle  qu'a  donnée  Daniel  Bëmoulli  pour  déterminer 
^numériquement  la  plus  petite  (abstraction  faite  du 
signe  )  de  toutes  les  quantités  qui  représentent  les 
racines  supposées  réelles  d'une  équation  algébrique. 


J.  Z,^  Sommation  des 'Séries  récurrentes ,  et  fixation 

de  leurs  Termes  généraux..  . 

Lorsqu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable  x  est  à -la -fois  conver- 
gente et  récurrente,  elle  a  toujours  pour  somme 
une  fraction  rationnelle.  En  effet,  soit 

(i)         a.,  a,x,  a^oo^ ,  ...  a^x^ ,  &C...4 


»  *  • • f    ^« 
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une  semblable  série  ;  et  supposons  que ,  pour  de$ 
valeurs  de  n  supérieures  à  une  certaine  limite,  le 
coefficient  a„  de  la  puissance  jf  ^it  déterminé  »  eÂ 
fonction  linéaire  des  codficiens  des  puissances  infé* 
rieures  pris  en  nombre  ^al  k  n,  par  une  équatioA 
de  la  forme 

en  sorte  que  les  constantes 

k,   l,   .....  p,   ^ 

forment  Féchelle  de  relation  de  la  série.  Si  f  on  mul« 
tipiie  ia  somme  dé  cette  série ,  savoir , 

a, -H  a,^  H- a^jc* -i- &e.  • .  • 

par  le  polynôme 

le  produit  obtenu  sera  la  somme  d'une  nouvelle 
série  dans  laqueiie  le  coefficient  de  x* ,.  catculé 
comme  dans  !e  chapitre  ¥![§.  4>  5**  théorème]^ 
s'évanouira  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  la 
limite  assignée.  En  dautres  termes,  le  produit  dont 
il  est  question  sera  un  nquveau  polynôme  d'un 
degré  marqué  par  cette  limite.  Si  fon  désigne  ce 
nouveau  polynôme  par  f{x) ,  on  aura 

et  par  suite 

TOM.  1.  ce 
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Sénc  t0ute  série,  qui,  ordonnée  suivant  les  piûfrr 
m.ncés  ascendantes  et  entières  de  ia  variable  jc  .  esft 
A«4a-fois  convergente  et  récurrente ,  a  pour  somme 
tin^  fraction  rfitionnelle ,  dont  le  dénominateur  est 
^n  po|3mome  daçs  lequel  les  puissances  successives 
de  a:  ont  pour  coefficiens  les  difierens  termes  de 
f échelle  de  reiatiop.de  la  $érie. 

Loi^què  pour  faire  connaître  «ne  série  récurrente 
on  donne  seulement  ses  premiers  termes ,  et  Féchelle 
de  relation  qui  sert  à  déduire  de$  premiers  termes 
tous  ceux  qui  les  suivçnt ,  on  détermine  sans  peine , 
Hfaîde  de  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer , 
la  fraction  rationnelle  qui  Représente  là  somme  dé 
la  série  dans  le  q^  où:  elle  demeure  XQUvergente. 
Cette  fraiftion  rationnelle  étant  calculée ,  on  poun^ 
lui  substituer  une  sonorme  de  fractions  simples  aug- 
mentée, s^'ii  y  a  li^%  dune  fonction  ent^re  de  la 
variable  j^;  et,  si  Ton  cherche  ensuite  le^-  séries  ré- 
purrentés  qui ,  pour  des  valçyrs  de  ^  CQuven^bie- 
npent  choi^es ,  exprimept  (es  développemens  des 
fractions  simples  dont  il  sWit,  on  obtiendra,  en 
Itjputpja^  les  termes  gépéraux  de  09s  mçm^s  séries, 
le  terme  S[énéral  ^e  la  ^çriç  proposé^. 


^^^«#^v«( 
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NOTE  I." 

Sur  la  Théorie  des  Quantilés  positives  et  négatives. 


V^N  ^  beaucoup  disputé  sur  la  nature  des  quantités 
positives  ou  négatives^  et  Ton  a  donné  à  ce  sujet  diverses 
théories.  Ceiie  que  nous  ayons  adoptée  (^  voyez  les  Prë? 
liminaires,  pages  2  et  3  ]. nous  paraît  U  ptu^^ prop»>? i 
éciaircir  toutes  les  difficultés.  Nous  altons  d'abord  Ja  rap- 
peler en  peu  de  mots.  Nous  montrerons  ensuite  comment 
f  on  en  déduit  la  règle  des  signes* 

De  même  quon  voit  l'idée  de  nombre  nattre  de  là.  me-^ 
sure  des  grandeurs  y  de  même  on  acquiert  l'idée  de  quan* 
tité  (positive  ou  négative)  lorsque  Ion  considère  chaque 
grandeur  d'une  espèce  donnée  comme  devant  servir  à 
laccroissement  ou  à  la  diminution  d'une  autre  grandeur 
fixe  de  même  espièce.  iPour  indiquer  cette  deçtination^ 
on  représente  les  grandeurs  qui  doivent  servir,  d'accrois- 
semens  par  des  nombres  prâ^jdés  du  s^ne  -4- ,  et  les 
grandeurs  qui  doivent  servit  de  diminutions  par  des 
nombres  précédés  du  signe  — .  Cela  posé ,  les  signes  -^« 
ou  —  placés  devant  ies  nombres  peuvent  être  comparés, 
suivant  la  remarque  qui  en  a  été  &ite  * ,  à  des  adjecti& 
placés  auprès  de  leurs  substantif.  On  dés%ne  les  nombres 


iiiwi  m 
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précèdes  du  signe  -f-  sous  le  nom  (f^  quantités  positives, 
et  les  nombres  précédés  du  signe  —  sous  le  nom  de 
quantités  négatives.  Enfin  l'on  est  convenu  de  ranger 
les  nombres  absolus  qui  ne  sont  précédés  d*àucttn  signe 
dans  la  classe  des  quantités  positives  ;  et  c'est  pour  cette 
raison  qu'on  se  dispense  quelquefois  d'écrire  le  signe  H- 
devant  les  nombres  qui  doivent  représenter  des  quantités 
de  cette  espèce. 

En  arithmétique ,  on  opère  toujours  sur  des  nombres 
dont  la  valeur  particulière  est  connue,  et  qui  sont  par 
conséquent  donnés  en  chiffres  ;  tandis  que  dans  l'algèbre , 
ou  Ton  considère  les  propriétés  générales  des  nomI]^es , 
on  représente  ordinairement  ces  mêmes  nombres  par  des 
lettres.  Une  quantité  se  trouve  alors  exprimée  par  une 
lettré  précédée  du  signe  H-  ou  — .Au  reste,  riea 
n  empêche  de  représenter  les  quantités  par  de  siinples 
lettres  aussi  bien  que  les  nombres.  Cest  un  artifice  qui 
augmente  les  ressources  de  l'analyse  ;  mais  lorsqu'on  veut 
eii  Êdre  usage ,  il  e^t  nécessaire  d'avoir  égard  aux  con- 
ventions suivantes. 

'0)mme,  d^ns  le  cas  où  la  lettre  A  représente  un 
nombre,  on  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus,  dé- 
signer la  quantité  positive  dont  la  valeur  niunérique  est 
égale  à  A ,  soit  par  -i-  A,  soit  par  A  seulement ,  tandis 
que  • —  A  désigne  la  quantité  opposée  ,  c'est-à-dire,  la 
quantité  négative  dont  A  est  la  valeur  numérique  :  ainsi, 
dans  le  cas  où  la  lettre  a  représente  une  quantité ,  Ion 
regarde  comme  synonymes  les  deux  expressions  a  et  -f-a, 
et  Ton  désigne  par  — a  la  quantité  opposée. 

D'après  ces  conventions ,  si  l'on  représente  par  A  soit 
un  nombre ,  soit  une  quantité  quelconque,  et  que  Ton  fasse 

a  =  -H-4,     4  =  —  A  , 


♦  . 
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•n  aura 

—  /sa  ^  A,   ^  i^^  A. 

Si  dans  les  quatre  dernières  équations  fon  remet  pour  m 
et  b  leurs  valeurs  entre  parenthèses^  on  obtiendra  lei 
formules 

m 

(0  i 

Dans  chacune  de  ces  formules  le  signe  du  second  membre 
est  ce  qu'on  appelle  le  produit  des  deux  signes  du  premier. 
Multiplier  deux  signes  l'un  par  l'autre^  c'est  form^  leur 
produit.  L'inspection  seule  des  équations  (i)  suffit  pour 
établir  la  règle  des  signes,  comprise  dans  le  théorème  que 
je  vais  énoncer, 

1.^'  Théorème.  Le  produit  de  deux  signes  sent-' 
blables  est  toujours  -+- ,  et  le  produit  de  deux^  signes 
opposés  est  toujours  — • 

Il  suit  encore  des  mêmes  équations  que  le  produit  de 
deux  signes,  lorsque  l'un  des  deux  est  -+-,  reste  ^al  % 
l'autre.  Si  donc  l'on'  a  plusieurs  signes  à  multiplier  entre 
eux,  on  pourra  faire  abstraction  de  tous  les  signes  -4-.  D€ 
cette  remarque  oa -déduit  facilement  les  propositions  sui- 
vantes. 

2.*  Théorème.  Si  l'on  multiplie  plusieurs  signes 
les  uns  par  les  autres  dans  un  ordre  quelconque ,  te 
produit  sera  toujours  •+- ,  lorsque  les  signes  —  seront 
en  nombre  pair ,  et  le  produit  sera  — ,  dans  le  ccis 
contraire. 

3.*  Théorème.  Le  produit  de  tant  de  signes  que 
l'on  voudra  reste  le  même  p  dans  quelque  crdre  qu'on 
les  multiplie» 
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Une  consét[Uehce  immédiate  des  définitiottS  (foi  précis 
dent ,  c'est  que  la  multiplication  des  «gnes  n'a  aucun 
rapport  avec  la  multiplication  des  nombres.  Mais  on  n'en 
sera  point  étonné  y  si  Ton  observe  que  ia  notion  du  produit 
de  deux  signés  se  présente  dès  les  premiers  pas  que  i  on 
'£ût  en  analyse ,  puisque  dans  l'addition  ou  la  soustraction 
d'un  monôme  on  multiplie  réellement  le  signe  de  ce  mo- 
nôme par  le  signe  -h  ou  — . 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  (Tétablir , 
pn  lèvera  &cilement  toutes  les  difficultés  que  peut  offrir 
Remploi  des. s%nes  -+r  et  -^  dans  les  opérations  de  lal- 
gèbr^  et  de  la  trigonométrie.  Seulement  il  Ëiudra  distin- 
*  guer  avec  soin,  les  opérations. relatives  aux  nombres  de 
celles  qui  se  rapportesit  aux  quantités  positives  ou  néga* 
rives.  On  devra  sur-tout  s'attacher  à  fixer  d'une  manière 
précise  le  but  des  unes  et  des  autres ,  à  définir  leurs  ré- 
sultats^ et  à  en  montrer  les  propriétés  principales.  C'est 
ce  que  nous  allons  essayer  de  faire  en  peu  de  mots^  pour 
les  diverses  opérations  que  Ton  a  coutume  d'exécuter. 

ADDITION  ET  SOUSTRACTION. 

9 

Sommes  et  différences  des  nombres.  Ajouter  au 
nombre  A  le  nombre  B,  ou,  en  d'autres  termes^  faire 
subir  au  nombre  A  laccroîssement  -4-  jB,  c'est  ce  quon 
appelle  faire  une  addition  arithmétique.  Le  résultat  de 
cette  opération  s'appelle  somme.  On  l'indique  en  plaçant 
à  la  suite  du  nombre  A  son  accroissement  -^  B ,  ainsi 
qu'il  suit  : 

On  ne  démcmtre  pas,  mais  on  admet  comme  évident,  qu^ 
la  somme  de  plusieurs  nombres  reste  la  mime  dans 
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fuelque. ardre,  fu' on  les  ajoute^  Cest  un  atiûme  foâda*- 
mentai  sur  lequel  reposent  f  arithmétique  ,  i'aigèbre  >  et 
toutes  ies  sciences  de  calcul.. 

■  ■ 

La  soustraction  arithmjBtique  est  f  inverse  de  l'addi- 
tion, ïlfle  consisté  à  retrancher  d'un  premier  nombre  Â 
un  second  nombre  B,  é'est-à-dire ,  à  chercher  tin  troisième 
nombre  C  qui ,  ajouté  au  second ,  reproduise  ie  premier J 
Cest-Ià  aussi  ce  qu'on  appelle  faire  subir  au  nombre  A  la 
diminution  — ^B.  Le  résultat  de  cette  opération  se  nomme 
différence.  On  Findique  en  plaçant  à  la  suite  du  nombre 
A  h  diminution  — B,  ainsi  qu'il  suit , 

A—B. 

Quelquefois  on  désigne  la  différence  A — B  sotrs  lé  nottf 
d excès,  ou  de  re6te,  ou  de  rapport  arithmétique  entré 
les  deux  nombres  A  et  B. 

Sommes  Et  différences  dès  quantités.  Nous  avons 
expliqué  dans  les  préliminaires  ce  que  c'est  qu'ajouter 
deux  quantités  entré  eQes.  En  ajoutant  plusieurs  quantités 
les  unes  aux  autres  ^  on  obtient  ce.  qu'on  appelle  leur 
somme.  H  est  facile  de  démontrer ,  en  s'appuyant  sur 
l'axiome  relatif  à  l'addition  des  nombres ,  la  proposition 
Suivante. 

4."^  Théorème.  La  somme  de  plusieurs  quantitéê. 
reste  la  même,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  ajoute. 

On  indique  la  somme  unique  de  |){usieurs  quantités  par 
la  simple  juxta-position  des  lettrés  qui  représentent  soit  leurs 
valeurs  nùmériquies ,  soit  les  quantités  élîesntnemes ,  chaque 
lettre  étant  précédée  du  signe  qu  elle  doit  avoir  pour  reste^ 
ou  devenir  propre  à  exprimer  la  quantité  conrespohdahtél 
Les  différentes  lettres  peuvent  dTaiiBeiurs  être  disposées 
dans  im  ordre  quelconque  ;  et  il  est  permis  d^  supprimer 
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le  éigae  «f*  éennt  b  preauère  lettré*  Cnsderofis ,  pr 
oemple,  les  quantità 

4I#      •#      tfy****    ^J»      '^f'      ^•»    ••••• 

Ijtn  somme  poam  être  représentée  par  icxpressHMi 
Dans  one  semblaUe  expression,  chacone  des  quantités 

est  ce  qu  on  appelle  un  monôme.  L'expression  die-méme 
est  un  polynôme  dont  ies  monranes  en  question  sont  les 
difiereus  termes. 

Lorsqu'un  polynôme  renferme  seulement  deux,  trois, 
quatre  ••••  termes,  il  prend  k  nom  de  hiname,  trinôme , 
^uadrinome, 

On  prouve  aisément  que  deux  poljrnomes  dont  tous  les 
termes  sont  ^aux  et  de  signes  contraires,  représentent 
deux  quantités  opposées. 

La  différence  eAtre  une  première  quantité  et  une 
seconde ,  c'est  une  troisième  quantité  qui ,  ajoutée  à  la 
seconde,  reproduit  la  première.  En  partant  de  cette  défi- 
nition,  on  démontre  que ,  pour  soiistraire  d'une  première 
quantité  a  une  seconde  quantité  b,  il  suffit  d^ ajouter 
à  la  première  la  quantité  opposée  à  h,'  c'est  -  à'dire , 
1-  h.  On  en  conclut  que  la  différence  des  deux  quantités 
4f  et  b  doit  être  représentée  par 

a  —  b. 
Nota.  La  soustraction  étant  l'inverse  de  l'addition  peut 
toujours  s'indiquer  de  deux  manières.  Ainsi,  par  exemple, 
pour  exprimer  que  la  quantité  c  est  la  différence  des  deux 
quantités  a  et  6^  on  peut  écrire  indifferemmient 

a-^b::^  c     ou     a=ib  -^  c. 
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« 

Produits  et  ouotuens  des  nombres.  Multiplier  le 

nombre  A  par  le  nombre  B,  c'est  opérer  sur  le  nombre 
A  précisément  conmie  on  opère  sur  l'unité  pour  obtenir 
B,  Le  résultat  de  cette  opération  est  ce  qu'on  appdie  le 
produit  de  A  par  B.  Pour  bien  comprendre  la  défini^ 
tion  précédente  de  la  multiplication,  il  Êiut  distinguer 
différens  cas  suivant  l'espèce  du  nombre  B.  Or  ce  nombre 
peut  être  tantôt  rationnel^  c'est-ÎKlire,  entier  ou  fraction- 
naire ^  tantôt  irrationnel,  c est-a-dire,  non  rationnel. 

Lorsque  B  est  un  nombre  entier ,  il  suffit  y  pour  ob- 
tenir  B ,  d'ajouter  l'unité  plusieurs  fois  de  suite  à  eile* 
méme.  II  faudra  donc  alors,  pour  former  le  produit  de  ^ 
par  B ,  ajouter  ie  nombre  A  à  Iui-i|péme  un  pareil  nombre 
de  fois ,  c  est-à-dire ,  faire  la  somme  d'autant  de  nombres 
égaux  à  A  qu'il  y  a  d'unités  dans  B. 

Lorsque  B  est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  m, 
et  pour  dénominateur  n ,  l'opération ,  par  laquelle  on  par- 
vient au  nombre  Bf  consiste  à  partager  l'unité  en  n  parties 
égales,  et  à  répéter  m  fois  le  résultat  trouvé.  On  obtien- 
dra donc  aloi*s  le  produit  de  A  par  B,  en  partageant  le 
nombre  ^  en  it  parties  égales,  et  répétant  l'une  de  ces 
parties  m  fois. 

Lorsque  B  est  un  nombre  irrationnel,  on  peut  en  ob- 
tenir en  nombres  rationnels  des  valeurs  de  plus  en  plus 
approchées.  On  &it  voir  aisément  que  dans  la  même  hy- 
pothèse le  produit  de  A  par  les  nombres  rationnels  dont 
il  s'agit  s'approùhe  de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite* 
Cette  limite  sera  le  produit  de  A  par  B.  Si  l'on  suppose, 
par  exemple ,  À  =  o ,  on  trouvera  une  limite  nulle ,  et 
l'on  en  conclura  que  le  produit  d'un  nombre  qudconque 
par  zéro  s'évanooîL 


»      -^1  —  ^  -% 


. .»,     X    r   ■ 


'*>/ 

'^^.; 
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-^elle  une  proportion  géométrique,  Ordi- 
u  du  signe  =3  on  emploie  le  suivant  :  : 
/aleur ,  et  Ion  écrit 

A  i  B  II  C  i  D, 

i]ue  B  est  un  nombre  entier  ^  diviser  A  par 
.*fes  la  définition,  chercher  un  nombre  qui 
produise  A.  C  est  donc  partager  le  nombre 
le  parties  égales  qu  il  y  a  d'unités  dans  B. 
icit^nent  de  cette  remarque  que ,  si  m  et  n 
LX  nombres  entiers^  la  n,^*  partie  de  l'unité 
Présentée  par 

,  qui  a  pour  numérateur  m ,  et  pour  déno^ 
par 


t 

m  X  — 


n    • 


effet  y  la  notation  par  laquelle  on  doit  tiatu* 
igner  la  fraction  dont  il  s'agit.  Mais  ^  comme 

ément  que  le  produit  w  k  ^  est  équivalent 

le  m  par  n ,  c  est-à-dire ,  à  -^  ^  il  en  résulte 

fraction  peut  être  représentée  plus  sûnple- 
lotation 


m 


H 


ET  QUOtlENS  DES  OUANTrîÉS.   Le  ptodmt 

re  quantité  par  une  seconde ,  est  une  troi* 
:é  qui  a  pour  valeur  numérique  le  produit  des 
iriques  des  deux  autres  ^  et  pour  signe  le  pfa^ 
signes»  Multiplier  deux  jquantités  l'une  pat 
iormer  leur  produit.  L'une  des  deux  quantités 
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m 

Dans  la  joulUpUcation  de  A  par  B,  le  nombre  A  s  ap« 
pelle  multiplicande ,  et  le  nombre  B  multiplicateur. 
Ce»  deax  nombres  sont  aussi  dës^nés  cènjôintement  soi» 
le  nomdefaôtéurê  du  produit. 

Pour  indiquer  le .  produit  de  A  par  B ,  on  emploie 
kidiffëremment  f  une  des  trois  notations  suivantes  : 

BxA,    B.A,    BA. 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  reste  le  même  dans 
^fuelque  ordre  qu'on  les  multiplie.  Cette  proposition , 
lorsqu'il  s'agit  de  deux  ou  trois  (acteurs  entiers  seulement , 
se  dëduit  de  l'axiome  relatif  à  l'addition  des  nombres. 
On  peut  ensuite  la  démontrer  successivement ,  i  «^  pour 
deux  ou  trois  facteurs  rationneb;  x!*  pour  deux  ou  trois 
acteurs  irrationnels  \  '^^  enfin  pour  un  nombre  quel- 
iconque  de  jeteurs  rationneb  ou  irrationnels. 

Diviser  le  nombre  A  par  le  nombre  B ,  c'est  chercher 
un  troisième  nombre  dont  le  produit  par  B  soit  égal  à  A . 
L'opération  par  laquelle  on  y  parvient  s'appelle  division  > 
et  le  résultat  de  cette  opération  quotient.  De  plus  y  \é 
nombre  A.  prend  le  nom  de  dividende ,  et  le  nombre  B 
celui  de  diviseur. 

Pour  indiquer  le  quotient  de  A  par  B ,  on  emploie  à 
Volonté  l'une  des  deux  notations  suivantes 

Quelquefois  on  désigne  le  quotient  A  :  B  sous  le  nom 
de  rapport  on  raison  géométrique  des  deux  nombres  A 
et  B. 

L'égalité  de  deux  rapports  géométriques  A:B/C:D , 
•u,  en  d'autres  termes,  l'équation 

AiB  =s  C:  D 
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•st  Ce  qu'on  appelle  une  proportion  geométri^e.  Ordi- 
nairement au  lieu  du  signe  =:  on  emploie  le  suivant  :  : 
qui  a  k  même  valeur ,  et  Ion  écrit 

A  :  B  ::  C  :  D. 

Nota,  Lorsque  B  est  un  nombre  entier  ^  diviser  A  par 
Bf  cest,  d'après  la  définition,  chercher  un  nombre  qui 
répété  B  fois  reproduise  A.  C'est  donc  partager  le  nombre 
A  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités  dans  B, 
On  conclut  facilement  de  cette  remarque  que ,  si  m  et  n 
désignent  deux  nombres  entiers^  la  n.^'  partie  de  f unité 
devra  être  représentée  {Mir 

^> 

et  la  fraction  ;  qui  a  pour  numérateur  m,  et  pour  déno« 
minateur  w,  par 


t 

m  X  — 

n 


Telle  est ,  en  effet  /  la  notation  par  laquelle  on  doit  lidtu- 
rellement  désigner  ia  fraction  dont  il  s'agit.  Mais  y  comme 

on  prouve  aisément  que  le  produit  w  k  ^  est  équivalent 

au  quotient  de  m  par  «,  c'est-à-dire,  à  -^  ,  il  en  résulte 

que  la  même  fraction  peut  être  représentée  plus  simple- 
ment par  la  notation 


m 


pRODurrs  ET  QU0tisK&  DES  ouANTrîÉs.  Le  prodmi 
d'une  première  quantité  par  une  seconde ,  est  une  troi-». 
sième  quantité  qui  a  pour  valeur  numérique  le  produit  des 
valeurs  numériques  des  deux  autres,  et  pour  signe  le  ph>^ 
duit  de  leurs  signes»  Multiplier  deux  quantités  l'une  paît 
l'autre^  c'est  former  leur  produit»  L^une  des  deux  quantités 
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s'appelle  multiplicateur,  Yantre  multiplicande,- et  tonits 
les  deux  conjointement  &cteurs  dfu  produit. 

Ces  définitions  étant  admises^  on  établira  Êicilement  h 
proposition  suivante/ 

5/  Théorème.  Le  produit  de  plusieurs  quantités 
reste  le  même,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  il  suffit  de  com- 
biner la  proposition  semblable  relative  aux  nombres  avec 
le  3.^  théorème  relatif  aux  signes  [voyez  ci- dessus  ^  page 

4oî]. 

Diviser  une  première  quantité  par  une  Seconde,,  c'est 
chercher  une  troisième  quantité  qui  multipliée  par  la  se- 
conde reproduise  la  première.  L'opération  par  laquelle  on 
y  parvient  s'appeile  division  ;  la  ^première  quantité  divi' 
dende-,  la  seconde  diviseur,  et  le  résultat  de  l'opération 
quotient.  Quelquefois  on  désigne  le  quotient  sous  le  nom 
de  rapport  ou  raison  géométrique  des  deux  quantités 
données.  En  partant  des  définitions  précédentes ,  on 
prouve  facilement  que  le  quotient  de  deux  quantités  a 
pour  valeur  numérique  le  quotient  de  leurs  valeurs  nu- 
mériques ,  et  pour  signe  le  produit  de  leurs  signes. 

La  mtdtiplication  et  la  division  des  quantités  s  indi- 
quent tout  comme  la  multiplication  et  la  division  des 
nombres. 

Nous  dirons  que  deux  quantités  sont  inverses  l'une  de 
i'autre,  lorsque  le  produit  de  ces  deux  quantités  sera  l'u- 
nité. D'après  cette  définition ,  la  quantité  a  aura  pour 

inverse  -^ ,  et  réciproquement. 

On  a  remarqué  plus  haut  que  ce  qu'on  appelle  fraction 
en  arithmétique  est  égal  au  rapport  ou  quotient  de  deux 
nombres  entiers.  En  algèbre,  on  désigne  aussi  sous  le  nom 
de  fraction  le  rapport  ou  quetient  de  deux  quantités  quel- 
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conques.  Si  donc  a  et  6  rejH^sentent  deux  quantités^  leur 

rapport  f  sera  une  fraction  algébrique. 

Nous  observerons  encore  que  la  division^  étant  une  opé- 
ratiqp  inverse  de  b  multiplication^  peut  toujours  s'indiquer 
de  deux  manières.  Ainsi,  par  exemple,  pour,  exprimer  que 
la  quantité  cest  le  quotient  de  deuï  quantités  a  et  &j  on 
peut  écrire  indifféremment 


a 


-r-.=  c^      OU       a  =  èc. 
•  • 

Lts  produits  et  quotiens  de  nombres  èt^de  quantités 
jouissent  de  propriétés  générales  auxquelles  on  a  souvent 
recours.  Nous  avons  déjà  parié  de  celle  qu  a  tout  produit 
de  rester  le  même,  dans  quelque  ordre  que  Ion  multiplie 
ses  Ëicteurs.  D'autres  propriétés  non  moins  remarquables 
se  trouvent  comprises  dan^  les  fonnules  que  je  vais  Â:rire. 

Soient 

a,  i ,  c ,   ...A;  a,  i  ,  , , ,  ;  a  ,  b  ^   •••.;  6cc.«  • 

plusieurs  suites  de  quantités  positives  ou  n^tfres.  Oi> 
aura ,  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  ces  mêmes  quan-' 

tités. 
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Le#  quatre  formules  qui  précèdent  donnent  lieu  à  une  foule 
de  conséquences  qu'il  serait  trop  long  d'énumérer  ici  en 
détail.  On  conclura ,  par  exen^Ie,  de  la  troisième  for- 
mule I  ."*  que  les  fractions 
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b    ^       kb 

sont. égales  entre  elles,  a,  b,  k  desigiiaiit  des  qrantitës 
queleonques ;  a/  qae  la  fraction  -^  a  poiir  mverse»— ^  ; 

3  .•  que ,  pour  diviser  une  quantité  k  par  une  autre 
quantité  a^  il  suffit  de  tnuitipiier  k  par  (a  quantité  in- 
verse de  a,  c est-à-dire ,  par  —, 

ÈLàVÂTMON  AUX  PUISSANCES  :.  EXTRAC Tifiy 

m 

DES  RACINES. 
PUIMANCES  ET  RACINES  DES  NOMBRES  :  EXPOSANS 

MSltîFS.  Élever  le  nombre  ^  à  la  puissance  marquée 
par  le  taombre  B ,  c  est  chercher  un  troisième  nombre 
qui  soit  formé  de  A  par  la  multiplication,  comme  B  ^si 
formé  de  l'unité  par  l'addition.  Le  résultat  de  cette  opé- 
ration £ûttt  sur  le  nonibre  A  est  ce  qu<m  appelle  sa  puis- 
saiv^e  du  d^gré.  B.  Pour  bien  concevoir  la  définition  pré-^ 
çédente  de  l'élévation  aux  puissances^  il  faut  distinguer 
trois  cas,  suivant  que  le  nombre  B  est  entier,  fraction-^ 
naire  ou  irrationnel. 

Lorsque  B  désigne  un  nombre  entier ,  ce  nombre  est 
la  somme  de  plusieurs  unités.  La  puissance  de  j1,  du  degré 
B ,  doit  donc  alors  être  le  produit  d'autant  de  facteurs 
égaux  à  ^  /  qu'il  y  a  d'unités  dans  B. 

Lorsque  B  représente  une  fraction-^  (m  et  n  étant 

deux  nombres  entiers^  ,  il  faut,  pour  (Atenir  celte  frac- 
tion j  1.**  cherçlier  un  nombre  qui  répété  n  fois  repro- 
duise l'unité;  2.* répéter  m  fois  le  nombre  dont  il  s'agit* 
II  faudra  donc  alors,  pour  obtenir , la  puissance  de  A,  du 

degré  ^ ,   i  •*  chercher  Un  nombi^  tel  que  la  multipii- 
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cation  de  n  facteurs  égaux  à  ce  nombre  reproduise  A , 
£.*"  former  uni  produit  de  m  facteur»  égaux  à  ce-  même 
nombre.  Quand  on  suppose  en'  particulier  m  s=:  i ,  la 
puissance  de  A  que  l'on  ooii&ictere  ae  réduit  à  celle -du 

degré  -^  ^  et  se  thmve  dét^iiiinée  par  la  seùfe  condi- 
tion y  que  le  nombre  A  soit  équivalent  au  produit  de  n 
facteurs  ^aux  à  cette  même  puissance. 

Lorsque  B  est  un  nombre  irratiohbel ,  on  peut  en  ob* 
tenir  en  nombres  rationnels,  des  valeurs  de  plus  ep  plus 
rapprochées.  On  prouve  facilement  que  dans  la  mênîe  hy- 
pothèse les  puissances  de  A  miirquées  par  les  nombres 
mtionnjf^h  dont  il  s'agit  s  approchent  de  flm  éa  phis  tl'un^ 
certaine  limite.  Cette  lipàie  est  k  puîssahoe  d»  A,àxi 
degré  B. 

Pans  l'élévation  4u  nombre  j4  à  k  puîssance  da  degré 
B,  le  nombre  A  f  itp^ette  racine^  et  le  nonbre  B,  qui 
marque  le  degré  de  la  piûssance  »  exposant.  Pour  repré- 
senter la  puissance  de  A  du  degré  B^  on  se  sert  de  la 
notation  suivante 


D'après  iefi  dé&aidon^  qui  précèdent^  b  prenuère  pui»« 
«ancjp  duo  |i|ç»Abre  n'est  autre  chosd^e  ce  nombre  lui- 
même.  Sa  seconde  puissance  est  le  produit  d^  deux  bo* 
teurs  égaux  à  ce  noHibre^  $a  troisièvpMt  d^  tfois  semblables 
facteurs  y  et  ainsi  de  suite.  Des  considérations  géométriques 
ont  conduit  à  désigner  la  seconde  puissance  sous  le  nom 
de  carré,  et  h  tri;»isième  «ws  le  Wff^  de  cim&«.  Quant  k 
la  puissance  du  degré  z^  »  eiliç  sera  k  tirnît^y^vors  ^[ueU^ 
convei^  la  puissance  du.  degr^  B^  tan^ijs  fpie.  lej%Qjs^Tfi  4 
décroit  indéfiniment.  Il  est  aisé  de&ire  voir  que  cette  limite 
se  réduit  à  f  uni  té  ;  d'oWil' résulte,  quVjHi  a  en  général 
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Nous  ^apposons  tautefob  que  fa  valeur  èa  nombre  A 
reste  finie  et  difi^  de  zéro. 

Eictraire  du  nombre  A  fa  racine  marquée  par  le 

nombre  B,  c'est  chercher  un  troisième' nombre  qui,  élevé 

à  fa  puissance  du  degré  B,  reproduise  A.  L'opération,  par 

faqueile  on  y  parvient,  s'appelle  extraction,  et  le  r^Itat 

de  Topération  est  fa  racine  de  j1  ^  du  degré  B.  Le  nombre 

B,  qui  marque  le  degré  de  fa  racine ,  se  nomme  indice é 

Pour  fa  représenter^  on  se  sert  de  fa  notation  suivante 

^* 

IJes  radnes  du  second  et  du  troisième  éegré  sont  ordinai- 
rement désignées  sous  le  nom  de  racines  carrées  et  cti  6f* 
ques.  Lorsqu'il  s'agit  d'une  racine  carrée,  on  se  dispensé 
presque  toujours  d'écrire  au-desstts'du  signé  ^  i'iiidice  x 
de  cette  racine.  Ainsi  les  deux  notations 


^'A,     VA 


doivent  être  considérées  comme  équivalentes. 

Nota.  L'extraction  des  racines  des  nombres,  étant  fin- 
verse  de  leur  élévation  aux  puissances,  peut  toujours  être 
indiquée  de  deux  manières.  Ainsi,  par  exempte,  pour  ex* 
primer  que  ie  nombre  C  est  égal  à  fa  racine  de  A,  du 
degré  B,  on  peut  écrire  à  volonté 

A—C     on     C—YÂ. 
Remarquons  encore  qu'en  vertu  des  définitions ,  si  Ton 

désigne  par  n  un  ncHnbre  entier  quelconque ,  A  "  sera  un 
nombre  tel  que  fa  muitijJication  de  n  facteurs  égaux  à 
ce  nombre  reproduise  A.  En  d autres  termes;  on  aura 


U-) 


"■=^, 
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d  où  Ton  conclura 

Ainsi ,  lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  la  puissance  de 
A,  du  degré  -^  ,  et  ia  racine  it."'  de  A  sont  des  expres- 
sions équivaientes.  On  prouve  facilement  qu'il  en  est  de 
même  dans  ie  cas  où  I  on  remplace  te  nombre  entier  n 
par  un  nombre  quelconque. 

Puissances  des  nombres  :  exposans  négatifs. 

Élever  ie  nombre  ^  à  la  puissance  marquée  par  \expo* 
sant  négatif — B,  c'est  diviser  luiiité  par  ^^.  La  valeur 
de  Fexpression 

A'^ 

se  trouve  donc  déterminée  par  l'équation 

A"^  _,.._i_ 

qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  foime 

4^A-''=i\. 

Par  suite ,  si  l'on  élève  un  même  nombre  à  deux  puis- 
sances marquées  par  deux  quantités  opposées  y   on  ob- 
tiendra pour  résultats  deux  quantités  positives  inverses. 
l'une  de  l'autre. 

Puissances  et  racines  réelles  des  quantités. 
Si ,  dans  les  définitions  que  nous  avons  données  des  puis- 
sances et  racines  Aes  nombres  correspondantes  à  des  exr 
posanSy  ou  entiers ,  ou  fractionnaires  ^  on  substitue  le  mot 
de  quantités  à  celui  de  nombres.,  on  obtiendra  les  défi- 
nitions suivantes  pour  les  puissances  et  mcines  réelles  des 
quantités. 

Élever  ia  quantité  a  à  la  puissance  réelle  du  dé^i 

TOM.  1.  Dd 
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m  [m  étarit  uai  nombre  entier  ]  ,  cVst  fpnner  le  produit 
d'autant  de  facteui^s  ^aux  à  a  quil  y  a  d'unités  dans  tn. 

Elever  la  quantité  a  à  h  puissance  réelle  du  degré  — 

f«  et  n  étant  deux  nombres  entiers ] ,  cest  (en  svppo- 

saht,  pour  éviter  toute  incei-tîtude ,  la  fi  action  ^  réduite 

I  sa  plus  simple;  expression)  former  un  produit  de  m 
ftcfettfs  égaux  et  tellement  choisis  que  la  wi^'  puissance 
de  chacun  d'eux  soit  équivalente,  à  la  quantité  a. 

Extraire  de  la  quantité  a  la  racine  réelle  du  degré  m 

àVL  ^i  c'est  chercher  une  nouvelle  quantité  qui ,  élevée 

à  la  puissance  réelle  du  degré  m  ou  ^ ,  reproduise  a. 

[D'après  cette   définition,  la    n,""'  racine   réelle   d'une 
quantité  est  évidemment  la  même  chose  que  sa  puissance 

réelle  du  degré  ^.  De  plus,  on  prouvera  Ëicilement  que 

la  racine  du  degré  —  équivaut  &  la  puissance  du  degré  JlT^ 

Enfin ,  élever  la  quantité  a,  à  la  puissance  réelle  du 

degré  —  m  ou -^  ,  c'est  diviser  l'unité  par  cette  même 

quantité  q  élevée  à  la  puissance  réelle  du  degré  m  ou  ~, 

Dans  les  opérations  dont  on  vient  de  parler ,  le  nombre 
du  la  quantité  qui  marque  le  degré  d'une  puissance  réelle 
de  a  s'appelle  l'exposant  de  cette  puissance,  tandis  que 
le  nombre  qui  marque  le  degré  d'une  racine  réelle  se 
nomme  Yindice  de  cette  racine. 

•  Toute  puissance  de  a/ qui  correspond  à  un  exposant 
dont  la  valeur  numérique  est  entière-,  c'est-à-dire,  à  un 
exposant  de  la  foririe  -h-  w  ou  —  m  [m  représentant  un 
nombre  entier  ] ,  admet  une  valeur  unique  et  réelle  que 
Vàn  désigné  par  la  notation 


a"*     ou     a***» 
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Quant  aux  racines,  et  quant  atix  puissances  dont  la 
valeur  nitmérique  est  fractionnaire ,  elles  peuvent  ad- 
mettre  ou  deux  valeurs  réelles^ on  uiie  seule  valeur  réelle, 
ou  n  en  admettre  aucutie.  Les  valeurs  réelles  dont  il  :est 
ici  question  sont  n^essairement  des  quantités  positives 
ou  des  quantités  négatives.  Mais^  outre  ces  quantités,  on 
emploie  encore  en  algèbre  d^s  symtiples  qui ,  n'ayant  au- 
cune signification  par  eux-mêmes ,  reçoivent  néanmoins , 
à  cause  de  leurs  propriétés,  les  noms  de  puissances  et 
de  racines.  Ces  symboles  sont  du  nombre  des  expressions 
«algébriques  auxquelles  on  a  donné  le  nom  d*tmaginaires, 
par  opposition  à  celui  S  expressions  réelles  ^  qui  rie  s'ap- 
plique jamais  qu  a  dm  nombres  pu  à  des  quantités,  -  . 

Cela  posé ,  il  résulte  des  principes  établis  dans  le  cha^ 
pitie  VII  que  la  racine  n."*'  dune  quantité  quelconque 

a,  et  ses  puissances  des  degrés  -^,  — -—  [»  étant  un 

nombre  entier,  et  —  une  fraction  irréductible!  admets 

•  ... 

tent  chacune  n  valeurs  distinctes  réelles  ou  iipâginaires. 

Conformément  aux  notations  adoptées  dans  le  même  clia- 

pitre,  on  désignera  lune  quelconque  de  ces  valeurs,  s*if 

Vagit  de  la  racine  ^i.*"',  par  la  notation 

^a  =  ((a))^ 
et^  s^il  s^agit  de  la  puissance  qui  a  pour  exposant  ^  ou 
—  —  ,  par  ia  notation 


m  «.M 


((«))"     ou     ((«)) 
Ajoutons  que  Texpression  ((a))  "  e^  comprise  comme 

m 

cas  particulier  dans  l'expression  plusgénéraJe  ((a))  "  ;  ei 
qifen  appelant  A  la  valeur  numérique  de  a  on  trouvera 
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.pour  ics  valeurs  réelles  des  deux  expressions 


jn 


'.1  • 


,(('^0):",,    ((«))     " 

>■   I  .** ,  si  n  désigne  un  nombre  impair , 

<  tn  •  m   ' 

,.        ,    «  étant  = -4-  ^ •I-^",      •t-  ^"*^# 

•  tn  îH 

'  a  étant.  ±=— -Jl *-.^«^.      —  ^     «^ 


a.*,  si  n  désigne  un  nombre  pair, 

m  m 

^  4  étant  =  H- ^  .....  ifc  ^4  "  ,      ±:i4*". 

•  ♦,-■.  '  •    ' 

Lorsque,  à^xts  ie  dernier  cas,  on  suppose  a  négatif,  toutes 

les  vaielirs  de  chacune  ^es  expressions  ((a))  " ,  ((a))  ^  " 
•deiviennent  imaginaires. 

«i^'Si'iori  Ésiit  varier  la^  fraction  -^  de  manière  quelle  sap- 

^oché  indéfiniment  d'un,  nombre  irrationnel  B ,  le  déno- 
jninateur  n  croissant  alors  au-delà  de  toute  limite  assi- 
gnable ^  il  en  sera  de  même  du 'nombre  des  valeurs  ima- 
ginaires qu'obtiendra  chacune  des  expressions 

-'  ((«))",■  ■((«))";".   . 

Par  suite  on  né  peut  admettre  dans  ie  calcul  les  notations 
ou,  si  Ion  fait  i  ==  zt:  fi,  la  notation 

((«))S 

à  moins  de  considérer  une  semblable  notation  comme 
propre  à  représenter  une  infinité  d'expressions  imaginaires. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  n'emploierons  jamais 
l'expression  algébrique 
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dan^  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  b  sera  irrationnellCé 
Seulement ,  dans  cette  hypothèse ,  lorsque .  a  obtiendra 
une  valeur  positive  -i-A^  on  pourra  faire  usage  de  la  no- 
tation 

a*     ou     («)* ,  ^  . 

que  l'on  devra  considérer  comme  équivalente  à 

•+-4'     ' 

[  voyez  le  chapitre  VII,  §.4]. 

Les  puissances  de  nombres  et  de  quantités  jouissent  de 
plusieurs  propriétés  remarquables  qu'il  est  facile  de  dé- 
montrer. Nous^citerons  entre  autres  celles  qui  se  trouvent 
comprises  dans  les  formules  que  je  vais  écrire.  , 

Soient  a,  a,  a", ...  b,  V ,  b" y  ...  des  quantités  quel- 
conques positives  ou  négatives.  A,  A',  A", des 

nombres  quelconques ,  et  m^  m',  m'\.  . .  • . .  def  Siombres 
entiers.  On  aura 

A^A^''  Al'" =  A^*'^'-^^"'--, 

(3)   {     A^A'^A"^  ........  =(AA'  A"  ,...)^. 

a^'^.a*'"' .a*"*".  ....   =  a±«*'«'*""'—   («haeun  des     " 
nombres  m,  m' ,  m**,  . .  «  deyanf  étre.affecté  du  même  signe  dans 
les  deux  membres)  , 

(4)    /    '''*•  ^'"*  •  *"*" ,  .    =    (««'fl'^ )"", 

(fl    )         =(a       )         =  a  . 

Les  formules  (?)  et  (4)  donnent  îieu  à  une  foule  de  con- 
séquences, parmi  lesquelles  nous  nous  contenterons  d'in-^, 
diquer  la  Suivante.  On  tire  de  la  .seconde  des  formules  (j) 
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et  l'on  en  conclut  " 


irt 


i^y 


Donc,  si  Ion  élèyè  deux  quantités  positivés  inverses 
furie  de  Tautre  à  une  même  puissance ,  les  résultats 
seront  encore  deux  quantités  inverses. 
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DES   LOGARITHMES. 

Len^ue  dans  l'expression  A*  on  regarde. le  nombre 
A  comme  fixe*,  et  la  quantité  x  comme  variable,  la  puis- 
aance  A'  prend  le  nom  é^exponéntiella.  Si ,  dans  la 
même  hypothèse,  on  a,  pour  une  valeur  particulière  de  x, 

A'=:B, 

c^%  v^l^vr  particulière  sera  ce  quon  appelle  le  loga- 
•  rhhme  du  nombre  B  dans  le  système  dont  la  hase  est  A. 
On  indique  ce  logarithme  en  plaçant  devant  le  nombre  la 
lettre  initial^  l  ou  £*>  ainsi  quil  suit, 

1{B)     ou     L{By 

Toutefois,  comme  une  semblable  notation  ne  fait  pas 
connaître  la  base  du  système  de  logarithmes  auquel»  elle 
se  rapporte ,  il  est  indispensable  d  énoncer  dans  le  dis- 
cours la  valeur  de  cette  base.  Cela  posé ,  si  Ion  se  sert 
de  la  caractéristique  L  pour  désigner  les  logarithmes  pri& 
A»ns.  le  système  dont  U  base  est  A ,  1  équation 

A'  =  B 

entraineia  ia  svivante 

<r  ==  -Z-  (fi). 

Quelquefois  j,  ior$quV>n<doit  traite»'  en  même  temps  é^ 
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logarithmes  pris  dans  diflférens  systèmes,  on  distingue  lèè 
uns  des  autres  à  faide  d'uh  ou  plusieurs  accens  placés  à 
la  droite  de  la  lettre  L,  et  Ion  désigne  en  conséquence 
par  cette  lettre  dépourvue  d  accens  les  logariîfitties  dTùri 
premier  système,  par  if^g^éme  lettre  suivie  d'un  seul 
accent  les  logarithmes  d'un  second  système,  &c.... 

En  s'appuyant  sur  les  définitions  qui  précèdent  et  sur 
les  propriétés  générales  des  puissances  des  nombres , .  on 
reconnaîtra  facilement,  i .''  que  l'unité  a  zéro  pour  loga- 
rithme dans  tous  les  systèmes  ;  2/  que  dans  tout  système 
de  logarithmes  dont  la  base  surpasse  l'unité,  tout  nombre 
supérieur  à  l'unité  a  un  logarithme  positif,  et  tout  nombre 
inférieur  à  l'unité  un  logarithme  négatif;  3^°  que  dans 
tout  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  att>desspUft 
de  l'unité,  tout  nombre  inférieur  à  l'unité  a  un  logarithme 
positif,  et  tout  nombre  supérieur  à  l'unité  un  logarithme 
négatif;  4»*'  enfin  que,  dans  deux  systèmes  dont  fé^  bases 
sont  inverses  l'une  de  l'autre ,  les  logarithmes  d'un  même 
nombre  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  De  plus ,  on 
démontrera  sans  peine  les  formules  qui  établissent  les 
propriétés  principçiles  des. logarithmes,,  et  parmi  lesquelles 
on  doit  remarquer  celles  que  je  vais  écrire. 

Si  l'on  désigne  "par  B,  B,  B",  ....  C  des  nombres 
quelconques ,  par  les  caractéristiques  Jb ,.  Il .  des  loga- 
rithmes pris  dans  deux  systèmes  différens  dont  les  bases 
soient^A,  A ,  et  par  k  une  quantité  quelconque  positive 
ou  népByé>  on  aura 

£(i?<)  c=r  AL  (5), 

(5)/  B^\c)  _  ^t(*).i(t)  j_  ^i(')^ 
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Oh  tire  de  la  première  <Ie  ces  foriiiuies 

et  |iar  ^uite 

doîi  il  résulte  que  deux  quantités  positives  inverses  l'une 
de  fautre  ont  des  logarithmes  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Ajoutons  que  la  quatrième  formule  peut  facilement 
se  déduire  de  la  seconde.  En  effet,  supposons  que  fa  quan- 
tité A*  représente  le  logarithme  ■  du  nombre  C  dans  le 
sysfème  dont  la  tase  est  B,  On  aura 

C  =^  B^ , 
•t  par  .saite 

L{C)'=kL(B),     L'(C)=»L'(B),  ' 

dV>U  Ton  conclura  immédji^tenciânt 

L{B)    ~    L!{B)  "^  ^•• 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  ion  prend  B'=zA  ^  on 
tirera  de  ia  quatrième  formule  [  à  cause  de  L(u4)==:  i] 

ou,  en  faisant,  pour  abréger ,  U,  {A)  =  /*  ^ 

L'(C)z=fJiL(C)..      •■  • 

Ainsi,  pour  passer  du  système  de  logarithmes  âowjk  base 
est  ^ ,  à  celui  dont  la  base  est  A' ,  il  sufBt  de  multiplier 
les  logarithmes  prb  dans  le  prenjier  système  par  un  cer- 
tain coefficient  JM.  égal  au  logarithme  de  A  pris  dans  le 
second  système. 

Les  logarithmes  dont  nous  yenoas  de  parUr  sont  ceux 
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qu  on  nommé  los^arithines  réels ,'  parce  qu'ils  se  réduisent 
toujours  à  des  quantités  positives  ou  négatives.  Mais , 
outre  ces  quantités,  il  existe  des  expressions  imaginaires 
qui  ont  également  reçu,  à  cause  de  leurs  propriétés,  le  nom 
de  logaritkme&é^ovLS  renvoyons  sur  ce  sujet  au  chapitre 
IX,  dans  lequel  nous  avons  exposé  h  théorie  des  loga.-^ 
rithmes  imaginaires^ 

•  > 

FORMATION   DES   LIGNES    TRIGONOMÉTHIQUES 
ET  DES  ARCS  DE  CERCLE. 

Nous  avons  remarqué  dans  tes  préliminaires  qu'une 
longueur  comptée  sur  une  iigne  droite  ou  courbe  peut 
être  représentée  tantôt  par  un  nombre ,  tantôt  par  unei 
quantité ,  suivant  qu  un  a  simplement  égard  à  la  mesure 
(le  cette  longueur,  ou  qu'on  ia  considère  comme  devant 
être  portée  sur  la  ligne  donnée  dans,  un  sens  ou  <Ians  un, 
autre,  à  partir  d'un  point  fixe  que  l'on  nomme  origine ,, 
pour  servir  soit  à  l'augmentation,  soit  à  la  diminution 
dune  autre  longueur  constante  s^outissant  à  ce  points 
Nous  avons  ajouté  qUe  dans  Uu  cercle,  dont  le  plan  est 
supposé  vertical ,  an  fixe  ordinairement  l'origine  des  arcsi 
à  l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche  k 
droite ,  et  qu'à  partir  de  cette  origine  ies  arcs  se  comp- 
tent positivement  ou  négativement  suivant  que,  pour  les^ 
décrire ,  on  commence  par  s'élever  au-dessus  d'elle  ou  par 
s'abaisser  au-dessous.  Enfin ,  nous  avons  indiqué  tes  ori- 
gines de  plusieurs  lignes  trigonométriques  qui  corrèspon-^ 
dent  à  ces  mêmes  arcs  dans  le  cas  oîi  le  rftycmdu.cereiei 
se  réduit  à  l'unité.  Nous  allons  revenir  un  instant  sur  cet 
objet,  et  compléter  les  notions  qui  s'y  rapportent, 

'  D'abord  on  établira  facilement ,  à  l'égard  de^  longueurs 
comptées  sur  une  même  ligne  droite  ou  courbe  à  partir 
d'une  origine  donnée,  les  propositions "SLui vantes^. 
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6/  Théorème.  Soient  a,  h,  e des  quantités 

quehonqties  positives  ou  négatives.  Pour  obtenir  sur 
une  ligne  droite  ou  courbe  l'extrémité  de  la  longueur 


a 


comptée  à  partir  d'une  origine  donnie  dans  le  sens 
déterminé  par  le  signe  de  la  quantité 


a 


il  suffira  de , porter  sur  cette  ligne,  i,^  la  longueur  a 
a  partir  de  F  origine,  dans  le  sens  déterminé  par  le 
signe  de  a,  2.'  la  longueur  b  à  partir  de  l' extrémité  de 
a,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  b  ,  ^/  la  lon- 
gueur e  à  partir  de  l'extrémité  de  b ,  dans  le  sens  rfe- 
terminé par  le  signe  de  c,  et  ainsi  de  suite. 

7.*  Théorème.  Soient  a  et  b  deux  quantités  quel- 
conques. Supposons  de  plus  que  l'on  porte  sur  une 
ligne  droite  ou  courbe  et  à  partir  d'une  origine  don- 
née ,  i."  une  longueur  égale  à  la  valeur  numérique  dé 
a ,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  a ,  2.^  une 
longueur  égale  à  la  valeur  numérique  de  b ,  dans  le 
sens  déterminé  par  le  signe  de  b.  Pour  passer  de 
f  extrémité  de  la  première  longueur  à  celle  de  la  se- 
conde ,  ou  réciproquement ,  en  suivant  la  ligne  que 
l'on  considère ,  il  suffira  de  parcourir  une  troisième 

longueur  égale  à  ta  valeur  numérique  de  la  différence 
a^b. 

8.*  Théorème.  Les. mêmes  choses  étant  posées  que 

dans  le  théorème  précédent ,  l'extrémité  de  la  longueur 

représentée  par 


sera  sur  la  ligne  donnée  un  point  situé  à  distances 
égales  des  extrémités  des  longueurs  a  et  b  [  les  dis- 
tances étojit  comptées  sur  la  ligne  elle-même  ]. 
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Appliquons  maintenant  ces  théorèmes  aux  arcs  mesurés* 
sur  la  circonférence  dun  cercle  dont  le  plan  est  vertical , 
et  dont  le  rayon  équivaut  à  lunité ,  l'origine . des  arcs 
étajrit  fixée  à  l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de 
gauche  k  droite.  Si  Ion  désigne  par  tt,  suivant  l'usage,  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  le  diamètre  étant 
égal  à  2 ,  la  circonférence  entière  se  trouvera  exprimée 
par  le  nombre  27r,  la  moitié  de  la  circonférence  par  le 

nombre  tt,  et  le- quart  par  — .   Si,  de  plus,  on  désigne 

par  a.  un  arc  quelconque  positif  ou  négatif;  on  conclure 
du  6J  théorème  que  ,  pour  obtenir  l'extrémité  de  Tare 

a  -{-  ini'Tr      ou      a —  zniTr 

[  m  étant  un  nombre  entier] ,  il  faut  porter  sur  la  circon- 
férence ,  à  partir  de  l'extrémité  de  l'arc  a,  soit  dans  le 
sens,  des  arcs  positifs ,  soit  dans  le  sens  des  arcs  néga* 
tîfs,  une  longueur  égale  à  2 wtt  ,•  c'est-à^Iire ,  parcourir  m 
fois  la  circonférence  entière  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ;  * 
ce  qui  ramènera  nécessairement  au  point  d'où  fon  était 
parti.  Il  en  résulte  que  les  extrémités  des  arcs 

a     et     a  dtz  zm^- 
coïncident. 

On  conclura  également  du  6/  ou  du  7/  théorème  j» 
I  ,*  qu?  les  extrémités  des  arcs 

a     et     a  ztz  w 

comprennent  entre  eHes  un  arc  égal  à  if.,  et  se  confondent 
par  conséquent  avec  les  extrémités  d'urï  même  dî 
a/  que  les  extrémités  des  arcs 

'.y 
a     et     .0  ±  — 


comprennent  entre  elles  un  quart  de  circonférence ,  en, 


'♦ 
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sorte  qu'elles  coïncident  avec  les  extrëmilés  de  deux  rayons 
perpendiculaires  l'un  à  I  autre. 

Enfin  on  conclura  du  S/  théorènae,   i."  que  les  extré- 
mité^  des  arcs  '  * 

a     et     TT  —  a 
sont  Situées  à  égales  distances  de  l'extrémité  de  1  arc 


et  par  conséquent  placées  symétriquement  de  part  et 
d'autre  du  diamètre  vertical;  2,"*  que  ies  extrémités  des 
arcs 

a     et a 

2 

sont  situées  à  égaies  distances  de  l'extrémité  de  l'arc  —/ 

Les  arcs  ^r— a.et  —  —  a,  dont  il  est  ici  question ^  sont 

respectivement  appelés  le  supplément  et  le  complément 
de  Tare  a.  En  d'autres  termes ,  deux  arcs  représentés  par 
deux  quantités  a  et  è  sont  siipplémens  ou  complément 
i'un  de  l'autre  suivant  que  l'on  a 

a  '+'  h  =  TT     ou      a  -{-  b  =  — ,  ,  . 

Puisque  les  angles  au  centre  qui  ont  pour  côté  corn- 
mun  le  rayon  mené  par  l'origine  des  arcs  croissent  ou 
diminuent  proportionnellement  aux  arcs  qui  leur  servent 
de  mesure^  et  que^ces  angles  eux-mêmes  peuvent  être 
considérés  comme  les  accroissemens  ou  diminutions  de 
iun  deux  pris  à  volonté,  rien  ne  s  oppose  à  ce  qu'ils 
soient  désignés  par  les  mêmes  quantités  que  les  arcs.  C'est 
une  convention  que  l'on  a  effectivement  adoptée.  On  dit 
aussi  que  deux  angles  sont  complémens  ou  supplément 
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Win  de  i  autre ,  lorsque  les  arcs  con^espondans  sont  eux- 
mêmes  complëmens  ou  suppiémens  Tun  de  l'autre. 

Passons  maintenant  k  l'examen  xles  .iîgnes  trigonomë- 
triques  ;  et  dans  ce  dessein ,  considérons  un  seul  arc  re- 
présenté par  la  quantité  «.  Si  on  le  projette  successive- 
ment, I.**  sur  le  diamètre  vertical,  2.°  siîr  le  diamètre 
horizontal,  les  deux  projections  seront  ce  qu'on  appelle 
le  sùius  et  le  sinus  verse  de  l'arc  a.  On  peut  obserrer 
que  la  première  est  en  même  temps  la  projection ,  sur  le 
diamètre  vertical,  du  rayon  qui  passe  par  l'extrémité  de 
l'jarc.  Si  on  prolonge  ce  même  rayon  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  tangente  au  cercle  mené  par  l'origine  des  arcs,  la 
partie  de  cette  tangente  interceptée  entre  l'origine  et  le 
point  de  rencontre  sera  ce  qu'on  appelle  la  tangente  tri- 
gonojnétrique  de  l'arc  a.  Enfin  la  longueur  comptée  sur 
le  rayon  prolongé  entre  le  centre  et  le  point  de  rencontre 
sera  la  sécante  de  ce  même  -arc.  .     ' 

Les  cosinus  et  cosinus  verse  d'un  arc ,  sa  coiangente 
et  sa  cosécante  ne  sont  autre  chose  que  les  sinus  et 
sinus  verse,  la  tangente  et  la  sécante  de  son  complément, 
et  constituent,  avec  le  sinus,  le  sinus  verse,  la  tangente, 
et  la  sécante  de  ce  même  arc ,  le  système  complet  de  ses 
lignes  trigonométriques. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  le  sinus  d'un  arc  se 
compte  sur  le  diamètre  vertical ,  le  sinus  verse  sur  le  dia- 
mètre horizontal,. la  tangente  sur  la  ligne  qui  touche  lé 
cercle  à  l'origine  des  arcs ,  et  la  sécante  sur  le  diamètre 
mobile  qui  passe  par  l'extrémité  de  l'arc  donné.  De  plus , 
les  sinus  et  sécantes  ont  pour  origine  commune  le  centre 
du  cercle ,  tandis  que  l'origine  des  tangentes  et  des  sinus 
verses  se  confond  avec  celle  des  arcs.  Enfin,  on  est  géné- 
ralement convenu  de  représenter  jiar  des  quantités,  posi- 
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tives  les  lignes  tri^nomëtriquesde  l'arc  a,  dans  le  cas  ou 
cet  arc  est  positif  et  moindre  qu'un  quart  de  circonférence; 
doù  il  suit  quenklon  doit  compter  positivement  le  sinus 
et  la  tangente  de  bas  en  haut/  le  sinus  verse  de  droite  à 
-gauche ,  et  la  sécante  dans  le  sens  du  rayon  mené  à  Xex*- 
trëmité  de  lare  a. 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d adopter, 
.  oA  reconnaîtra  immédiatement  qtie  le  sinus  verse,  et  par 
suite  le  cosinus  verse  sont  toujours  positifs;  et,  de  plus, 
on  déterminera  sans  peine  les  signes  qui  doivent  affecter 
les  autres  lignes  trigonométriques  d'un  arc  dont  l'extré- 
mité  est  donnée»  Pour  rendre  cette  détermination  plus 
&cile,  on  conçoit  le  cercle  divisé  en  quatre  parties  égales 
par  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux ,  l'un  hori» 
xontal,  l'autre  vertical  ;  et  ces  quatre  parties  sont  respec» 
tivement  désignées  sous  les  noms  de  premier,  second, 
troisième  et  quatrième  quart  de  cercle.  Les  deux  pre- 
miers quarts  de  cercle  sont  situés  au^essus  du  diamètre 
horizontal ,  savoir ,  le  premier  à  droite ,  et  le  second  à 
gauche.  Les  deux  derniers  sont  situés  au-dessous  du  même 
diamètre,  savoir,  le  troisième  à  gauche,  et  lé  quatrième  à 
droite.  Cela  posé ,  comme  les  extrémités  de  deux  arcs , 
complémens  lun  de  l'autre ,  sont  également  distantes  de 

l'extrémité  de  farc  —  ,  on  en  cbndura  qu  elles  sont  pla- 
cées symétriquement  de  part  et  d'autre  du  diamètre  qui 
divise  en  deux  parties  ^ales  le  premier  et  le  troisième 
qtiart  de  cerple.  Si  l'on  cherche  ensuite  quels  signes  doi- 
vent être  attribués  aux  diverses  lignes  trigonométriques 
d'un  arc  autres  que  le  sinus  verse  et  le  cosinus  verse, 
suivant  que  l'extrémité  de  cet  arc  tombe  dans  un  quart 
de  cercle  ou  dans  un  autre,  on  trouvera  que  ces  signes 
sont  respectivement  ' 


<      •     •     •     4      < 
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4ans  le  i."  quari  dé  ceade,  da.ns  k  a  *  ,  4ans  U  ).* ,  dans  le  ^* 

pont*    ié  sinni    ) 

_  ,  \  .....  .    — r*  ~T"  •  "*"  ''^   » 

et  la  cosecante. .  ) 

pour  ie  cosinus 
et  la  sécante .... 

pour  la  tangente 
et  la  cotangenta« 

On  peut  remarquer  à  ce  sujet  que  le  signe  de  ia  tangente? 
est  toujours  le  produit  dii  signe  du  sinus  par  le  signe  dd 
cosinus.  ■  . 

Les  considérations .  précédentes  conduisent  encore  à 
reconnaître  que  ie  cosinus  d'un  arc  se  confond  avec  lat 
projection  ^u  rayon  qui  paisse  par  f  extrémité  de  cet  ard 
sur  le  dianretre  horizontal  ^  et  que  sur  ce  même  diamètre 
il  doit  être  compté  positivement  de  gauche  à  droite ,  à 
partir  du  centre  pris  pour  origine  ;  <|he  le  cosinus  verse 
peut  être  mesuré  sur  le  diamètre  vertical  entre  le  point 
le  plus  élevé  de  la  circonférence  pris  pour  origine  et  l'ex- 
trémité du  sinus;  que  la  cotangente,  comptée  positive- 
ment de  gauche  à  droite  sur  la  tangente  horizontale  me- 
née au  cercle  par  l'origine  des  cosinus  verses ,  se  réduit 
à  la  longueur  comprise  entre  cette  origine  et  le  prolon- 
gement du  diamètre  mobile  dont  une  moitié  est  le  rayott 
mené  à  l'extrémité  de  l'arc  ;  enfin  que  la  cosecante ,  mesu- 
rée sur  ce  diamètre  mobile,  se  compte  positivement  dans 
le  sens  du  rayon  dont  il  s'agit,  et  à  partir  du  centre  pris 
pour  origine  jiisqu!à  l'extrémité  de  la  cotangente. 

Nous  avons  suffisamment  développé  dans  les  prélin)!* 
naires  le  système  des  notations  à  l'aide  desquelles  nous 
représentons  les  diverses  lignes  trigonométri^es  *et  les 
arcs  qui  leur  correspondent.  Nous  ne  reviendrons  pas 
sur  cet  objet,  et  nous  nous  contenterons  d'observer  que 
(es  lignes  trigonométriques  d^un  arc  sont  censées  appar- 
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tenir  en  même  temps  à  l'angle  au  centre  qu  il  mesure , 
et  que  Ion  désigne  par  la  même  quantité.  Ainsi ,  pkr 
exemple ,  a ,  h ,  ....  représentant  des  quantités  quel- 
conques j  on  peut  dire  également  que  fes  notations 

sin.  a  ,     C08'.  b  ,     hifi 

expriment  le  sinus  de  lare  ou  de  l'angle  a,  le  cosinus 
de  l'arc  ou  de  l'angle  h^  &c 

Nous  terminerons  cette  note  en  rappelant  quelque! 
propriétés  remarquables  des  lignes  trigon.ométriques. 

D'abord,  si  Ion  désigne  par  a  une  quantité  quelconque, 
bn  trouvera  que  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  a  sont 
toujours  liés  entre  eux  par  lequation 

fp\  sin/  a  -f-  COS.*  a  =   i  ; 

et  que  les  autres  ligpes  trigonométriques  peuvent  être  ex-  , 
primées  au  moyen. de-ces  deux  premières,  ainsi  qu'il  suit  ; 


sin.a 
siv.  a  =  I  —  COS.  a ,  tang.  a  = ,  sec.  a 


(7)' 


COS.  a  COS.  a  ' 


COS.  a 
cosiv.  a  =  I  —  sin.  a  ,    cot.  a  ==  —r- —  ,  eosëc.a  = 


2!in.a  sin.  a 


Des  formules  (6)  et  (7)  on  déduira  facilement  plusieurs 
autres  équations ,  par  exemple , 

(8)     cot.aï= ,   sëc.^a  =  f-f-tanff.'a,  coseV.^a  =  i~hcot/a, 

^    ^  tang.  a  ^ 

&c 


Il  est  encore  aisé  de  voir  que ,  si  la  quantité  positive  R 
représente  la  longueur  d'une  droite  entre  deux  points,  et 
A  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forme  cette  droite  avec  un 
axe  fixe  ,  la  projection  de  la  longueur  donnée  sûr  Taxe 
fixe  sera  mesurée  par  la  valeur  numérique  du  produit 

R  co».  et  , 
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^t  Ja  projection  de  la  même  longueur  sur  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  par  la  valeur  numérique  du  produit 

A  sin.  et. 

^I^nfin  on  reconnaîtra  sans  peine  que  si ,  en  partant  d'un 
point  pris  au  hasard  sur  la.  circonférence  du  cercle  qui  a 
pour  rayon  l'unité ,  on  parcourt  sur  cette  circonférence , 
dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  une  longueur  égale  à  la  va- 
leur numérique  d'une  quantité  quelconque  c^  le  plus  petit 
arc  compris  entre  le^  extrémités  de  cette  longueur  sera  in- 
férieur ou  supérieur  à  — ,  suivant  que  cos.  c  sera  positif 
ou  négatif. 

Ces  principes  étant  admis ,  concevons  que  sur  la  cir- 
conférence dont  on  vient  de  parler  on  détermine ,  i  .*  les 
extrémités  {A)  et  (B)  des  arcs  représentés  par  deux  quan- 
tités quelconques  a  etb,  2,"*  l'extrémité  (iV)  d'un  troi- 
sième arc  représenté  par   ^'^    .  Soit  en  outré  (-3/)  le 

milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points  (A),  (5).;  et 
supposons  que  le  point  (3/)  se  projette  sur  le  diamètre 
horizontal  du  cercle  en  un  certain  point  (P).  Si  les  lon- 
gueurs mesurées  sur  ce  diamètre,  à  partir  du  centre  pris 
pour  origine  >  sont  comptées  positivement  de  gauche  à 
droite ,  ainsi  que  les  cosinus ,  la  distance  du  centre  au 
point  (P)  devra  être  représentée  [en  vertu  du  8.*  théo- 
rème] par  la  quantité 

COS.  a  -h  COS.  b 

2 

De  plus,  comme  [en  vertu  du  même  théorème]  le  point 
(iV)  est  situé  à  égales  distances  des  points  (A)  et  (B) ,  Iç 
diamètie  qui  passe  par  le  point  (N)  renfermera  le  milieu 

(iBf )  de  la  corde  AB  ;  et  la  distance  de  ce  milieu  (M) 
au  centre  du  cercle  sera  égale  [abstraction  faite  du  signe] 


—  f 


au  o#sinus  de  chacun  des  arcs  NA,  NE ,  ou,  ce  qui 
TOM.   1.  Ee 


COS. 
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revient  au  même,  à 

Pour  obtenir  la  projection  horizonttde  de  cette  distance , 
il  sûi&m  de  la  multiplier  par  ie  cosinus  de  iangle  aigu 
compris  entre  le  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche  à 
droite ,  et  le  diamètre  qui  renferme  le  point  (N)  ,  c'est-à- 
dire,  par  un  &cteur  e'gai  (au  signe  près)  à  co«.  (-^-- — V 

En  d'autres  termes,  la  distance  du  centre  au  point  (jP) 
nura  pour  mesure  la  valeur  numérique  du  produit 

..^— — J.cos.^— ^~j. 

Xajoute  que  ce  produit  sera  positif  ou  négatif,  suivant 
que  le  point  (AT)  sera  situé  à  droite  ou  à  gauche  du  dia- 
mètre vertical.  En  effet,  cos.  (--7-)  est  positif  ou  n^a- 
tif ,  suivant  que  le  point  (N)  est  situé  par  rapport  à  ce 
diamètre  du  côté  droit  ou  du  côté  gauche  ;  et  cm.  (-^ — \ 
est  positif  ou  négatif,  par  suite  le  produit 

/  a-^b  \  (  a-^b  \ 


COS. 


COS. 


est  de  même  signe  que  ces.  ^ ,  ou  de  signe  contraire, 


suivant  que,  chacun  des  arcs  N  A  ,  NB  étant  inférieur 

ou  supérieur  k  -~  ,  le  point   (M)  se  trouve   situé  du 

même  côté  que  le  point  {N)  ou  du  côté  opposé.  Comme 
d'ailleurs  la  verticale  qui  passe  par  le  point  (il/)  renferme 
aussi  le  point  (jf^)  ,  il  suit  de  la  remarque  précédente  que 
la  distance  du  centre  au  point  (P) ,  dans  le  cas  même  où 
l'on  a  égard  aux  signes,  peut  être  représentée  par  le  produit 

""■(^)-(^)- 

Ce  produit  et  la  quantité  '*'*'  ''  "^  ''°''  ont  donc  le  même 
•igné ,  avec  la  même  valeur  numérique  ;  et  Ion  a  par  con- 


2  fin. 
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$eqtient^  pour  toutes  les  Valeurs  possS^es  diés  quantités  a 

et  b, 

?\  L         f  ^-^  ^     /••+■*  \ 

(p)       co*.  a  -h  co».  6  =  2  cos*  I  '■  j .  c«»*  I  I, 

Si  dans  f  ëquaticm  (9)  on  retnplttçd  &  par  tr  HH  fr  ^  on  ett 

tirera 

f    \  L        '    (  ^-^^  A    •    /'«+*\    il 

r  I  o)       COS.  c  —  €0».  6  =  1  snk  (  — \ !>.  «n.  (  j .    '^ 

De  plus,  si  dans  les  équations  (9)  et  (10)  on  substitue 

aux  angles  a  et  h  leurs  complémens  -^ u ,  ^ i , 

on  obtiendra  les  suiyantes 

■+-  SRI.  6,  =:  2  CO».  I  I ,  sin.   f  I  J 

Les  formules  (9),  (10)  et  (i  1)  une  fois  établies,  on  en 
déduira  facilement  un  grand  nombre  d'autres.  On  trou- 
vera, par  exemple, 

f       gin.  a  —  sm .  6     tang.  |  (a  —  6) 

•  \)      «ÎR.  a  -H  sin.  6     "~"     tang.  î  («  -h  ^)     ' 

^         h  L 

I       COS.  à  -^  COS.  a   .  ,  ,  _  ^ 

I     COS.  (a  —  6^)  -H  €08.  («  -f*  6)  as  2 cofl.  a  cos.  6  , 

V  ^^\     COS.  (tf  —   *)  —  ©•»•  («  H-  6)  =  2  sin.  a  sin.  6  ; 

(«4)| 

(     COS.  (  a  zt  ^  )  =3  COS.  a  cos.  6  ^  sia.  a  shi.  6 , 
^    ^'^1     sia.  (  a  db  6")  =s  tin.  a  cos.  6  di  sb.  6  cm.  #  r 

f  COS.  2 a  =3 COS.*  a  —  sin.*  a  =  2 eo*.*  11  —  i  sac  i  —  2sûh*ii  ^- 

V7)\    •  •        ^ 

^    ^  ^  I  sin.  a  a  esa  2  sin.  «  ^.  «• 


sin.  (tf  -H  6)  -f-  sm.  (a  —  6)  =  2  sin.  a  cos.  6 , 
sin.  (a  -H  ^)  —  éin.  (a  —  6)  =  2  sin.  h  cob.  m  ; 


Et* 
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Soient  mainteiiant  a,  b^  c  trois  angles  quelconques. 
On  tirera  de  la  première  des  fonnuies  (ij) 

(  fes  4  coB,  a  COS.  Q  C08.  e. 

Si  dans  la  formule  précédente^  au  lieu  de  a,  &^  e,  on 
écrit  ^a,  ^b,  ^c,  puis^  que  l'on  suppose 

on  trouvera 

(zo)         tin.  » ^ sm.  h  «f* sia.  e  ses  4  cos.  *  .cos.  -  .coi.  -  . 
^  2  a  a 

Dans  la  même  hypotlièse ,  la  formule  (  1 6)  donnera 

(21)         taag.a-f-tang.5-Htang.c  ck  ttng.a.tang.è.tang.e* 


[uation  (20)  devant  subsister,  ainsi  que  l'équation 
(19},  lorsque  l'on  y  remplace  deux  dçs  angles  a,  b,  c 
]iar  leurs  supplémens,  et  qu'on  change  le  signe  du  troi- 
sième^ on  en  conclura 

a  h  e 

sm.  h  -H  sin.  c  —  sîd.  a  as  4  cos.  -  .  sin.  -^  .  sin.  -  . 

2  2  2  * 

1 22  )/     sin-  c  -i"  sm»  a  —  sm.  o  s=  4  sm.  -  .cos.  ^  .  sm.  -  «  • 
\       /\  12a' 

u      .     b  c 

sin.  a  -4-  sm.  h  —  sin.  c  as  4  sin.  ~  .  sin.  -  .cos.  -  . 

22  a 

Dç  ces  dernières  formules  combinées  entre  elles  et  avec 
l'équation  (20}  on  déduit  les  suivantes 

»  I              (sm.a-H-sin.i+sm.c)  (8m.^-4-8iD.c — sm.a) 
COS.    -<ï= — T-' — TT^ ^# 

.     2  r  (sm.c-4-sm.a — sin.^)  (sm.aH-sm.^ — sin.c) 

sm.   ~g  =  — 7—1- - 

^  4sm.  o.sm.  e.  • 

Enfin,  si*l'on  imagine  que  a ,  b,  c  désignent  les  trois 
angles  d'un  triangle,  et  que  les  côtés  opposés  soient  res- 
pectivement A ,  B,  <7;  six  produits  égaux  deux  à  deux^ 
savoir,  - 
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S sin.  c  ss:  C sin.  b ,     Csin.  asscA  m,c ,     ilain. 6  oB^sta.  •» 

représenteront  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets 
sur  les  trois  côtés.  On  aura  par  suite 

et  les  équations  (23)  deviendront 

cos/la=    jA-^B-^CUB^C^A) 

SIO.     T  ^  =  -^ „  Vf  • 

*  4BC 

De  plus,  en  ayant  égard  aux  formules  (19)  et  (24).# 
on  tirera  de  la  première  des  équations  (12) 

(^6)  tang.  1  (a  ~  6)  =  .^^  cet.  1  c. 

Les  formules  (19),  (24),  (^5)  et  (26)  suffisent  pour 
déterminer  trois  des  six  élémens  d  un  triangle  rex:tiUgne% 
lorsque  les  trois  autres  élémens  sont  connus ,  et  que  cette 
détermination  est  possible.  On  peut  remarquer  en  outre 
que  les  valeurs  de  cos.  a  et  de  sin.  a  déduites  des  équa- 
tions (2  j  ) ,  à  1  aide  des  formules  (17),  sont  respectivement 

B'-hC^^A^ 

COS.  a  = -— , 

^    .  V  iA-hB-i-C)(B-i-C^A)  (C^A^B)  jA-hB-C) 

5ID.  a  — ^ j-g^ . 

La  première  de  ces  valeurs  peut  se  tirer  directement 
d  un  théorème  connu  de  géométrie.  Quant  à  ia  seconde, 
elle  fournit  le  moyen  d'exprimer  la  surface  du  triangle  en 
fonction  des  trois  côtés.  En  effet,  cette  sur&ce ,  équiva- 
lente au  produit  de  k  base  C  par  la  moitié  de  la  hauteur' 
correspondante  JBshi.  a,  sera 

(28)  i£rC«m.  a=r 

■;  -/{A^B^O  {B'hC'--A)(C^A^B){A^B^Cy  - 
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Sur  tes  Formules  qui  résultent  de  Remploi  du  signe  > 
ou<,  et  sur  les  Moyennes  entre  plusieurs  quantités. 


Soient  a  et  &  deux  quantités  inégales.  Les  deux  for* 
mules 

a>  b  ,     h  <  a 

servirent  Clément  à  exprimer  que  la  première  quantité 
a  surpasse  la  seconde  b,  c'est-à-dire,  que  la  différence 

a-^b 

est  positive.  En  partant  de  ce  principe ,  on  établira  faci« 
lement  {es  propositions  que  je  vais  énoncer. 

1/' Théorème.  Si  a,  a,  a",  .....  h,  è^',  b"  ...... 

représentent  des  quantités  assujetties  aux  conditions; 

m  >  b  ^ 
a'>  b\ 

_«  w       LU 

a  >  0  ^ 
cxc.  • .. .  ji, 

#11  aura  aussi 

*• 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  lorsque  les  quanthés; 

a  —  h ,    a  —  y  M.    •'  —  b'\    &c. 

aont  positives  y  on  peut  a$siu^r  qw  leur  soDiiue 

l'est  pareinement 
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2/  Théorème.  Si  a,  a',  a",  . . .  b,  b' ,  b"  ..... 

représentent  des  nombres  assujettis  aux  conditions 

A  >  B, 
A' >  B\ 
A">B\ 
&c , 

on  aura  aussi 

AÂ  A"  ...   >  BB  B"  ... 

DÉMONSTRATION .  £ii  effet,  chacune  des  difTërences 

A—B,    À'  —  ff,   A"  —  B"  ... 

étant  positive  par  hypothèse ,  chacun  des  produits 

{A^B)A  A"  ..,=:AA'A"  ...  —BA  A"  ..., 
B{A'-^B')A'  ,..^BA'  A\..^BB'A' .... 
BB'(A"^B")  ...=BB'A'  ...--BB'B' .... 
&c...... 

sera  Clément  positif,  et  par  suite  il  en  sera  de  même 
de  ieur  somme 

A  A  A"  ...-^Bff  B"  ... 

3/  Théorème.  Soient  a,  h ,  r  trois  quantités  quel-- 
conques  f  et  supposons 

a  >  h: 

on  en  conclura,  si  r  est  positif, 

ra  >  rb , 

^  ■ 

et,  si  r  est  négatif, 

ra  <  rb. 
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DÉMa^STKATlON.  En  effet,  le  prochiit 

r[a  —  h)  =  ra  —  rh 

sera  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  seconde 

Corollaire,  Si ,  eh  supposant  a  et  6  positifs ,  on 

prend  successivement 


I  I 


on  en  conclura 


h 


a 


I     >   —  ,        -7^>     K 

a    '        b 


Ont  se  troiiye  ainsi  ramené  à  cette  proposition ,  évidente^ 
par  elle-même,  quunç  fraction  est  inférieure  ou  supé- 
rieure à  l'unité ,  suivant  que  le  plus  grand  de  ses  deux 
tenhes  est  le  dénominateur  ou  le  numérateur. 

4/  Théorème.  Soient  a  et  À'  deuoç  nombres   qui- 
satisfassent  à  la  condition 

4  >  A\ 

et  b  une  quantité  quelconque.  On  aura,  si  b  est  positif,^ 

A'  >  A", 
et,  si  b  est  négatif, 

A'  <  A'. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  le  quotient—  étant  >ï, 
ta  fraction 


4 

3era  évidemment  supérieure  ou  inférieure  a  Tunité,  sui- 
vant que  la  quantité  h  sera  positive  ou  négative^ 
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5/  Théorème.  Désignons  par  A  un  nombre  quel-- 
tonque ,  et  soient  b,  y  deux  quantités,  a4sujetti9$  à 
la  condition 

b  >  y  : 

on  en  conclura^  si  A  est  plus  grand  que  Vunité  ^ 

A'  >  A" , 
0t,  si  A  est  inférieur  à  f  unité  ^ 

A'  <  A^'. 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  la  quantité  b—b!  étzht 
positive  y  par  hypothèse ,  Ja  fraction 

'W   —    -^ 

sera  évidentment  supérieure  ou  inférieuie  à  l^^unité,  siii- 

vaut  que  Ton  aura'"^  >  i    ou  -4  <  i , 

6.^  Théorème.  Soit  L  la  caractéristique  des  loga^ 

rithmes  pris  dans  le  système  dont  ta  base  est  A ,  et 

désignons  par  B ,   B*    deux  nombres  msujettis  à  la 

condition 

B  >  B\ 

On  aura ,  si  A  est  plus  grand  que  l'unité^ 

L{B)>L{B'), 
et  y  si  A  est  inférieur  à  l'unité ,^ 

L{B)  <  L{B'). 
DÉMONSTRATION.  En  effet,  le  logarithme 

3era  positif  dans  le  premier  cas ,  et  négatif  dans  ïe  seconde 

Corollaire,  Si  Ion  se  sert  de  la  lettre  /  pour  indi- 
quer les  logarithmes  népériens  pris  dans  le  système  dont 
fe  base  est 
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(i)  e  =  2^7182818.  .  . 

[chap.  VI,  5.  I.*',  équation  (j)]  ,  la  condition 

B  >  B' 

entraînera  toujours  la  formule 

1{B)  >  1{B'). 

Aux  théorèmes  qui  précèdent  nous  ajouterons  le  sui- 
vant, duquel  on  peut  déduire  plusieurs  conséquences  im- 
portantes. 

7.*  Théorème.  Soit  x  une  quantité  quelconque. 
On  aura 

(2)  I  H-X    <    C', 

la  lettre  e  désignant ^  à  f  ordinaire,  la  hase  des  loga" 
rithmes  népériens. 

DÉMONSTRATION.  Le  seco^d  membre  de  la  formule 
(2)  restant  toujours  positif,  le  théorème  énoncé  sera 
évident  par  lui-même,  si  la  quantité  1  -+-a;  est  négative. 
Il  suffira  donc  d'examiner  le  cas  où  Ion  suppose 

(j)  I  H-a?  >  o. 

Or,  Téquation  (23)  du  chapitre  VI  [§.  4]  donne,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  possibles  Ae  x , 


X  XX*  X^  «♦  *^  .     «. 

e  =IH H- 1 1 T-t-- — TTT"**^*^* 

^  I  1.2         i.a.j         1.2.3.4        1.2.3.4.5 

2 


et^  comme  les  produits 

* 

sent  positifs,  non  -  seulement  lorsque  la  quantité  x  est 


X 

2 
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positive  y  mais  aussi  lorsque  ^  étant  négative ,  elle  a  une 
valeur  numérique  inférieure  à  i unité,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (4)>  toutes  les  fois  que  la  condition  (3)  sera  remplie > 


c'  >  ^i  H-  X. 


Corollaire  //''  Si,  dans  le  cas  où  i  -f-x  est  positif , 
on  prend  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres  de 
la  formule  (2)  ^  on  obtiendra  la  suivante 

(5)  '(i  -+-^)  <  ^; 

[voyez  le  corollaire  du  4«*  théorème].  Cette  dernière  sub- 
siste donc  toutes  les  fois  que  son  premier  membre  est  réel. 

Corollaire  2.'  Soient  x,y,  z,  .,.  plusieurs  quan- 
tités assujetties  aux  conditions 

(6)  i-4-jt?'>o,    i-i-y>o,   i'4-z>o,  &c..,. 

On  aura,  en  vertu  de  k  formule  (2) , 

i-+-a?<e'^   i-Hy<0^,    \^¥'Z<e^,  &c...  ; 
et  l'on  en  conclura  [2.*  théorème] 

(7)  (»H-x)  (i-+-y)  Çx-^z).  .  ,<  c*"*^^ 

Cette  dernière  formule  subsiste  donc ,  toutes  les  fois  que 
son  premier  membre  ne  renferme  que  des  facteurs  positifs^ 

Corollaire  â/  Si  dans  le  corollaire  précédent  on 
suppose 


30^=^CLë»f    yzzizaAy     z::=:U  a 


9, y  «',  4!  •,..  désignant  des  quantités  positives,  et  a,  a  ^ 
a"  ...  d^autres  quantités  respectivement  supérieures^  à 


^         *  ■'"  /       1  II       m  •    •    •    • 


la  formule  (7)  deviendra 


\ 


444  NOTE   II. 

(i-+-a«)  (i-4-a'*')  (i-+-aV')...  <e 

Si  de  plus  les  quantités  a^  a!,  a",  .,...  sont  toutes  infë^ 
rieures  à  une  certaine  limite  ^  ^  on  aura  [  en  vertu  des 
I  ,*'  et  3  /  théorèmes  ] 

«  a  -+-  a' a  -+-  a" fit"  ...  <  A  (ioL-H fit*-f- a"  .  *.)  , 

et  par  suite  on  trouvera  définitivement 

(8)     (i-H«*)(iH-aV)(i-^-aVO...<«'*^'^*'"*'*H 

La  formule  (8)  peut  être  employée  avec  avantage  dans  Tin-» 
tégraûon  par  approximation  des  équations  différentielles. 

Passons  maintenant  aux  théorèmes  sur  les  moyennes^ 
Ainsi  qu'oti  la  déjà  dit  [ préliminaires ,  pag.  14J9  on  ap* 
pelle  moyenne  entre  plusieurs  quantités  données  une 
nouvelle  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  phis 
grande  de  celles  que  Ton  considère^  D  après  cette  défini- 
tion ,  la  quantité  h  sera  moyenne  entre  les  deux  quan- 
tités g,  k,  ou  entre  plusieurs  quantités  parmi  lesquelles 
l'une  des  deux  qu'on  vient  de  citer  serait  la  plus  grande 
et  l'autre  la  plus  petite ,  si  les  deux  différences 

g  —  k  ,     h  —  k 

sont  de  même  signe.  Cela  posé ,  si ,  pour  désigner  une 
moyenne  entre  les  quantités  a ,  a',  a"  ...  on  emploie  ^ 
comme  dans  les  préliminaires ,  la  notation 

M  (a,  a',  a"    ), 

on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes. 

8.'  Théorème.  Soient  a,  a,  a  h  plusieurs 

quantités  assujetties  à  la  condition 

(9)  kz=zM{a,  a',  a"  .  .  .) , 

et  r  une  autre  quantité  entièrement  arbitraire.  O» 
aura  toujours 


NOTE   II.  445 

(lo)  rA  =  il/  (ra,  rd,  ta!'  .  .  .). 

DÈMONÈTRATION.  En  effet,  désignons  parg^  la  plus 
grande ,  et  par  k  la  plus  petite  des  quantités  a,  a',  a" . , . 
Les  deux  différences 

g  ^^  h  j     h  —  A* 

seront  positives  ;  et  par  suite  les  produits 

r(ff  —  h).     r{h~k), 

OU ,  en  d  autres  termes ,  les  deux  différences 

rg*  —  rh,     rh  —  rk , 

seront  de  même  signe.  On  aura  donc 

rh:=zM(rg,    rk), 

et ,  à  plus  forte  raison  , 

rhz=z  M {ra,  ra',  ra!\  .  .)  , 

attendu  que  rg,  rk  sont  nécessairement  deux  des  pro- 
duits 

ra,     ra! ,     ra",     &c. ... 

9.*  Théorème*  Soient  a,  a',  a"  ...  u  plusieurs 
nombres  qui  satisfassent  à  la  condition 

(il)  H  =  M{A,  A,  A"  ....), 

et  b  une  quantité  quelconque.   On  aura 

(12)  H':=:zM{A',  A',  A''  ...y 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  soient  G  et  H  le  plus 

grand  et  le  plus  petit  des  nombres  A,  A,  A" 

Les  différences 
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étant  alors  positives,  on  conclui'a  du  4-*  théorème  que 
les  suivantes  . 

G^—n\  if  —  K^ 

sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

et  à  plus  forte  raison 

H'  =  M{A^,  A'\  A'*'  ...). 

Corollaire,  Si  f on  fait  en  particulier  &  =  |^  ^  on 
trouvera 

10.*  Théorème.  Désignons  par  A  un  nombre  quel'- 
conque ,  et  soient  h,  b' ,  b"  ,.^  h  plusieurs  quantités 
assujetties  à  la  condition 

(13)  h  =  M{b,  V,  h"  ..,). 

% 

On  aura 

(i4)  A'^M[A',  A'',  A^"  ...  ). 

DÉMONSTRATION.  Désignons  par  g  la  plus  grande  , 
et  par  k  la  plus  petite  des  quantités.  &,  b' ,  b"  ....  Les 
deux  différences 

g  —  h  ,     h  —  k 

étant  alors  positives,  on  conclura  du  5.*  théorème  que 
les  suivantes 

A'  — A',       A'— A' 

sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

A'  —  M{A^,  A')z=M{A',  A'',  A'".  . .). 


/ 
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II.*  Théorème.  Soit  L  la  caractéristique  des  logo* 
rit  km  es  dans  le  système  dont  la  base  est  A ,  et  dési". 

gnons  par  B,  b',  b" H  plusieurs  nombres  assu" 

jettis  à  là  condition 

(15)  H  —  M{B,  B\  B    ...). 

On  aura ,  quel  que  soit  A  , 

(  1 6)      L{H)  =  M  [  L{B) ,  L{B') ,  L{B") . .  .  ]• 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  supposons  que  l'on 
représente  par  G  ie  plus  grand ,  et  par  K  le  plus  petit 
des  nombres  B,  B,  B"  .  .  .  Alors,  les  deux  fractions 

G  H 

H    '        K 

étant  supérieures  à  1  unité ,  les  logarithmes 

ou,  en  d autres  termes,  les  différences 

L{G)—L{H),     L{H)  —  L{K) 
seront  de  même  signe.  On  aura  donc 

L(H)  =  M[L{Gr),  L{K)] 

=zM[L(B),  L(B'),  L(B")  ...]. 

12.'  Théorème.  Soient  b,  b',  b" ,..  plusieurs  quan^ 

tités  de  même  signe,  en  nombre  n,  et  a,  a,  a   

des  quantités  quelconques  en  nombre  égal  à  celui  des 
premières.  On  aura 

DÉMONSTRATION.    Soit  g  la  plus  grande  et  k  la 
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I^os  petite  des  quantités 


.              ■      1                   II 

a          u          tL 

&C*r. 

res  difierences 

• 

a                 a 

-k, 

a                 a 

g  —  T   et   T" 

-k, 

'  Il                      II 

a       -          a 

k, 

&C 

seront  toutes  positives.  En  multipliant  les  deux  premières 
par  b,  ies  deux  suivantes  par  b' ,  &c. .  •  ]  on  obtiendra 
les  produits 

gb  --^  a  et  a  — -Ai, 
gV—a!  et  a-^kV, 
gb"-^a"     et     a"—kb", 


&c. 


qui  seront  tous  de  même  signe  ^  aussi  bien  que  les  quan** 
titës  b,  y,  b"  •  .  .  Par  suite,  les  sommes  de  ces  deux 
espèces  de  produits ,  savoir , 

g {b-^-b'-hb"...)  —  (a4-a -f-a"...) ,    a-ha -t-a"...  —  k{b'i-b'-^b"...)  ^ 

et  les  quotiens  de  ces  sommes  par  6  -4-  i'  -f-  6"  . .  .  .  , 
savoir  > 

tu  I        '  " 

a-^a  -♦-fl  . .  .  a-f-a  -+-*  • .  .  « 

g       b-^b' -i-h' . . ,  '      b-^b'^b". . .        ^'  > 

seront  encore  des  quantités  de  même  signe  )  d  où  Ton 
conclura 


i-^i 


*k-»-tt  -+-tt  .  . . 


b-\-b'-^h!' .  ,  . 


[voyez  dans  les  prcifaninaires  le  i^"  théorème  et  la  for- 
mule (6)  ]. 

Corollaire  î,'"  En  supposant  les  quantités  h,  h'p 
h",  • .  k  réduites  à  funité ,  on  trouve 


(.8) 


a-Hi  -H  fl  .... 


M  [a,  a',  n"  .  ..^) 


Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  ce 
quon  appelle  la  moyenne  arithméti^e  entre  les  quan- 
tités a,  a ,  a"  n  ,  ^  i  *, 

Corollaire  2'  La  mojrenne  entre  plusieurs  quan- 
tités égales  se  confondîant  avec  chacune  d  elles  ,  si  -les 

a 
t 


Fractions  -r- ,   -rr  »   "F"  •••  deviennent  égales^  on  aura 


('9) 


a-f-a  -+-fl  .... 


T 


a 

T 


a 

7 


&ç»  • .  ; 


ce  qu  il  est  d'ailleurs  facile  de  prouver  directement. 

Corollaire  j/  Si  Ion  désigne  par  « ,  « ,  <t" 

de  nouvelles  quantités  qui  soient  toutes  de  même  signe , 
on  aura,  en  vertu  de  l'éqùatidn  (i7)> 


(ao) 


eLa-\-cL'a-\-^aL'd' . . . 

ÙLb-^OL'è'-{'eL"è",., 


M 


M 


g  a  fl  \ 


Celte  dernière  formule  suffit  pour  établit*  le  3.*  théorème 

des  préliminaires. 

13.*^  Théorème.  Soient  a,  a',  a"  ...  b,  b',  b' ... 
çleux  suites  de  nombres  pris  à  volonté  :  et  formons 
avec  ces  deux  suites ,  que  nous  supposons  renfermer 

ToM.  1.  rf 
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cJiUcune,  un  Tfom^re  n  de  termes,  les  racirtet 
'      B         "  È'  B' 

On  au'Mi 


DÈMONSTkAtWN,  Les  logarithme^  des  quantités 


indiqués  par  la  caractéristique  /  sont  respectivement 

1(4)  H-  HA^)  H:  li^")  . . .  îjA)         1{A')        1{A") 

B-^B'-^B" '        ^     '       Jff'     '       B"      ••'» 

et  l'équation  (17)  fournit  entre  ces  logarithmes  la  rela- 
tion suivante 

l{A)-^î{A')-\-î{A") ...  - .  r  1{A)       1{A')        1{A") 


}ii 


r_^     i{A')     i{A")       1 


Si  maintenant  on  repasse  des  Jggarithmes  aux  iiombres , 
ce  qui  est  permis  en  vertu  du  théorème  i  o ,  on  retrou- 
vera la  formule  (21). 

CoiteLLAIME  ly  En  supposant  les  nombres  B ,  B', 
B"  ...   réduits  à  iunité,  on  a  simplement 


(22)         '{/A  A' A",.,  =zM  [A,  A' ,  A"  ;..). 

Le  premier  membre   de  la  formule   précédente   est  ce 
qu  on  appeile  la  înoyennc  géométrique  entre  les  nombre* 

jA    f        JCm.    f        JkM.  •     •     •     • 

Corollaire  2'  Si  toutes  les  racines 
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deviennent  égales ,  leur  moyenne  se  confondra  avçc  cha- 
«une  d'elles.  On  aura  donc  alors 

B-^B'+B"  .^_^,,^<'^ ■■ —        S       .   B'  B"_ 

■         OC(/«  •  •  •    • 

ce  qu'il  serait  facile  de  prouver  directement. 

La  valeur  nuaiérique  d'une  moyenne  entre  plusieurs 
quantités  donqées  n'est  .pas  toujours  une  moyenne  «ntre 
leurs  .valeurs  numériques*  Ainsi ,  par  exemple  ^  quoique 
— ^  I  soit  une  quantité  moyenne  entre  —  2  et  h-  3  ; 
cependant  Funité  n!est  pas  une  valeur  moyenne  entre  2 
et  3,  Parmi  tes  diverses  manières  d'obtenir  une  moyenne 
entre  les  valeurs  jmméiiques  de  n  quantités    . 

Tune   des   plvs  simpies   consiste   à   former  '  d*abord  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  carrés 

^ri*      ^^      ^"^     jk;.^ 

a    y       a      y       CL       y     o^c.  «    •  «   > 

et  à  extraire  ensuite  la  racine  carrée  du  résultat.  En  opé- 
rant ainsi ,  on  trouvera  premièrement 


w 


M{a%  a'*,  a"»  ...), 


puis,  en  ayant  égard  au  corollaire  du  p.*  théorème, 

* 

\  n 

Or,  les  quantités  positives 

Ff 
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/(a»),     |/(a-),    /(«"'),    &c.... 

représentant  précisément  les  valeurs  numériques  des  qoail' 
tités  données 

et  n*  £t"  ' 

Of   y  ^      f  ^  ***f 

il  suit  de  ia  formule  (24)  qu'on  obtiendra  une  moyenne 
entre  ces  valeurs,  si  fon  divise  par  y^n  l'expression  trés- 
simple 

/(a*  ^  «'*  H- a"*  ...)• 

Cette  expression ,  qui  surpasse  ia  plus  grande  des  valeurs 
numériques  dont  il  s'agit,  est  ce  qu'on  pourrait  appeler 
ie  module  du  système  des  quantités  a,  a,  a"  .  •  .  Le 
module  du  système  de  deux  quaintités  a  et  &  ne  serait 
alors  autre  chose  que  le  module  même  de  l'expression 
imaginaire  a-^h  ^/^  [voyez  le  chapitre  VII,  §.  2  ]- 
Quoi  qu'il  en  soit ,  les  expressions  réelles  de  la  forme 

jouissent  de  propriétés  trèsî-remarquables.  Dans  la  géomé- 
trie ,  elles  servent  à  déterminer  les  longueurs  mesurées  en 
ligne  droite ,  et  les  aires  de  surfaces  planes ,  par  le  moyen 
de  leurs  projections  orthogonales.  En  algèbre,  elles  four* 
nissent  le  sujet  de  plusieurs  théorèmes  importans ,  parmi 
lesquels  je  me  contenterai  d'énoncer  ceux  qui  suivent. 

14.*  Théorème.  Si  les  fractions 


a^  a'  a" 


sont  égales,  la  valeur  numérique  de  chacune  d'elles 
sera  exprimée  par  le  rapport 

y/(^*-h4''*-H*'" )     > 


/ 
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en  sorte  qu'on  aura  , 

(^5)     -r  =  Tr  =  T:r  =  &c...  =± 


le  signe  H-  ou  le  signe  —  devant  être  adopté  suivant 
que  les  fractions  proposées  sont  positives  ou  négatives, 

DÉMONSTRATION,  En  effet,  dans  rhypothèse  admise 
les  fractions 


a*         o'*         a'"- 


seront  égales ,  et  Ion  aura  en  conséquence 


&C. .. 


é*  À"*    d"'    "^"'. b'-i-b'^-Y-è''^  .  .     • 

En  extrayant  les  racines  carrées  on  retrouvera  la  formule 

15/  Théorème.  Soient  a,  a  ,  a  ...  des  quantités 
quelconques  f  en  nombre  ».  Si  ces  quantités  ne  sont 
pas  toutes  égales  entre  elles ,  la  valeur  numérique  de 
la  somme 

a  -k^  a*  -^  a"  ... 
sera  inférieure  au  produit 

en  sorte  qu'on  aura 

(26)  a;a/.WMW.(a-f-a'-Ha"....)<|/«.y/(a*-4-a'*H^a"*rf..). 

DÉMONSTRATION.  En  effet,  si  au  carré  de  k' somme 

a  -^  a  -4-  a    .  .  .  • 

on  ajoute  {es  carrés  des  différences  entre  les  quanti  tes 
a,  a'f  a"  , . .  combinées  deux  à  deux  de  toutes  les  ma- 


\ 


iè4  NOtE   fl. 

nière$  possibles ,  savoir , 

on  trouvera 

et  ion  en  conclura 

* 

Ert  extrayant*  les  racines  carrées  positives  des  deu:«: 
membres  de  cette  dernière  formule^  on  obtiendra  préci- 
simmt  U  forihulé  (26}, 

Corollaire»  Si  Ton  divise  par  n  les  deux  membres 
éë  h  ftjnhùle  {z6)  ^  oh  Irtrtivera 

(19)     ifal.  ftum.  -^ — y  ..r,  ,■%,  „  ^   *^  V        , i. , 

Ainsi  ta  vateur  niimerique  de  la  moyenne  arithmétique 
entre  plusieurs  quantités  a,  a,  a"  .  ^.  .  est  inférieure  au 
rapport 

qui  représente,  comme  on  la  remarqué  plus  haut ,  une 
moyenne  entre  les  valeurs  numériques  de  ces  méme& 
quantités^ 

SCHOLIE  //*'  Lbrsque  ies  quantités  à,  a%  a"  .  .,.  ^ 
•deviennent  ^ales,  on  a  évidemment 

val  num,  (a -4- «'-+-«". . .)  ==  i/n.V(<**-Ho'*H-«"*. .  .)  =  n  a. 

ScnoLW  2'  Si  dans  féquatiidn  (27)  on  pose  succès* 
livemeat  n  ;^  2 ,  n  =;=  3  >  &c, . . . ,  on  en  conclura 
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(a  -h  a'Y  H-  {a-^a'Y  =  i  (a*  -h  «'*)  , 

Ole*  •  •  tf  •  • 

16.*  Théorème.  Soient  a,  a,  a"  ...,  «,  «',  a"  ... 
c/^z^o;  suites  de  quantités ,  et  supposons  que  chacune; 
de  ces  suites  renferme  un  nombre  n  de  termes.  Si  les 
rapports 


a" 


fit  '     A'  ^     a 


Il    j      CxC.  .   •   .     I 


ne  sont  pa^  tous  égaux  entre  eux ,  la  somme 


aoL  -i-  a' ùL  -+-  a"  a'  .  .  ^ 


sera  inférieure  au  produit 
en  soi'te  quon  aura 

(  val,  num,  (aflt  -+-  a*  et'  -f-  a" et"  , . .) 

(       <  /(a*-Ha'*-+-a"*...)./(<t*-f-ût'*-Hct"'  ...). 

DÉMONSTRATION,  En  effet,  si  au  carré  de  ia  somme 
a  et  -+-  -a  a  -H  a"  cl    ...  * 


on  ajoute  les  numérateurs  des  fractions  qui  représentent 
les  carrés  des  différences  entre  les  rapports 


a  a*  a" 


combinés  entre  eux  de  toutes  les  manières  possibles^ 
savoir, 

(act'—a'du)\   (acC"-a'U)%  ...  {aW-^aV)%  &c..., 
on  trouvera 


^&  NOTK   II. 

f  t  ion  en  conclura 

En  extcayant  les  racines  carrées  des  deux  membres  de 
cette  dernière  Formule ,  on  obtiendra  précisément  la  for- 
mule (30}^ 

Corollaire,  Si  i  on  divise  par  »  les  deux  membres^ 
de  la  formule  (30) ,  on  trouvera 


val.  num.     ^^"^^^"^^^   "" 

<: -^ • 7;; -^ 

Ainsi  ia  moyenne  arithmétique  entie  les  produits 

a  une  valeur  numérique  inférieure  au  produit  de  deux 
rapports  qui  représentent  des  moyennes  entre  les  valeurs 
numériques  des  deux  espèces  de  quantités  comprises  daris 
les  deux  suites 

I         II 

tt  j)         "y         ^         •   ^   0   m 

SCHOLIS  ly  Lorsque  les  rapports 


a'  q!' 


M>  •*  «V  O 

deviennent  égaux ,  on  tire  de  la  formule  (31) 
et  par  suite 
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val,  num,  (atL  -+-«'*'•+•  a" tt"  . . .) 
s=  /(o*  ^-  «'*  -h  a'"  . . .)  Y(<**  -+-  flt'^  -H  a''-». .  .)• 

II  serait  facile  d  arriver  directement  au  même  résultât. 

SCHQLIE  2.'  Si  dans  la  formule  (  3  i  )  on  pose  succès* 
«ivement  w  =  2 ,  n  =  3  ,  &c. .  .  . ,  on  en  conclura 

{aoL-^a'oL'Y -^{acL'  —  a'ctY  =  (a* -4-«'*)  (fit* -+-flt'*)  , 


&c. 


La  première  des  équations  précédentes  s'accorde  avec 
i équation  (8)  du  chap.  VII  [§.  !•*"]•  hà.  seconde  peut 
s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

et  sous  cette  forme  elle  peut  être  employée  avec  avan- 
tage dans  la  théorie  des  rayons  de  courbure  des  courbes 
tracées  sur  des  sur&ces  quelconques^  ainsi  que  dans  plu^ 
sieurs  questions  de  mécanique. 

Nous  terminerons  cette  note  par  la  démonstration  d  un 
théorème  digne  de  remarque  auquel  on  se  trouve  conduit 
en  comparant  la  moyenne  géométrique  entre  plusieurs 
nombres  avec  leur  moyenne  arithmétique.  Voici  en  quoi 
il  consiste. 

17.*  Théorème.  La  moyenne  géométrique  entre 
plusieurs  nombres  A,  B,  C,  D,  ,  .  .  est  toujours  infé^ 
rieur e  à  leur  moyenne  arithmétique, 

DÉMONSTRATION.  Soit  n  le  nombre  des  lettres 
A,B,C,D2..^Vi  suffira  de  prouver  qu'on  a  généra- 
iement 


v 
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(35)  ^ABCD;-    <     ^r^B^C^D... 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(}<î)       ABCD...  <  (d±l±£:tJ2^y . 

Or,  en  premier  lieu,  on  aura  évidemment,  pour  n=2  , 

et  Ion  en  conclura,  en  prenant  successivement  n  =  4  * 
71  =  8  ,  &c. . .  .  enfin  «  =  2*"  ^ 

ABCD  <(±^y  (^!^y  <(±i±f±£.y , 

ABCDEFGH  <  ^±ïS±£±£.y  (I±^^^y 


&c. 


(37)        ABCD  ...  <  [^ ^ j    . 

En  second  lieu,  si  n  n  est  pas  un  terme  de  la  progression 
géométrique 

2  ,    4  >    8  ,     16  y    &c. .  .  , 

on  désignera  par  2""  un  terme  de  cette  progression  supé- 
rieur à  n,  et  Ion  fera 

^  A-^B-^C-^D-^ 

A.  = : 

n  ' 

V 

puis,  en  revenant  à  la  formule  (37),  et  supposant  dans 
le  premier  membre  de  cette  formule  les  2"'  — w  derniers 
faeteurs  égaux  à  K,  on  trouvera 
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OU,  en  d'autres  termes. 


ABCD...K^'''"'  kK-". 


On  aura  donc  par  suite 

ABCD.,,  <  r  =  (^±i±t£±£^y  . 

t 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire..  On  conclut  gënëralement  de  la  foiv 
mule  (}6) 

quel  que  &oit  le  nomhre  des  lettres  A,  B ,  C,  D,  ..  ^  n, 

Ainsi,  par  exemple, 

A  -\-  B     >  2/^,  "'" 

(39)       {       ^+£H-C>    ly/ABC,       , 

&C, .  ,  •  , 


s 
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NOTE  III. 

Sur  la  Résolution  numérique  des  Equations, 


RÉSOUDRE  numériquement  une  ou  plusieurs  équa- 
tions ,  c'est  trouver  les  valeurs  en  nombres  des  inconnues 
qu'elles  renferment  ;  ce  qu^i  exige  évidemment  que  les 
constantes  «comprises  dans  les  équations  dont  il  s'agit 
soient  elles-mêmes  réduite^  en  nombres.  Nous  nous  oc- 
cuperons seulement  ici  des  équations  qui  renferment  une 
inconnue^  et  nous  commencerons  par  établir  à  leur  égard 
les  théorèmes  suivans. 

1."  Théorème*  Soit  f  (x)  une  fonction  réelfe 
de  la  variable  x ,  qui  demeure  continue  par  rapport 
à  cette  variable  entre  les  limites  x  =  x. ,  x=^X.  Si  les 
deux  quantités  f{x^  ) ,  f{X)  sont  de  signes  contraires^ 
vn  pourra  satisfaire  à  l'équation 

(i)  f[x)  =  o 

par  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  de  x  comprises 
entre  Xo  et  X,  ^ 

DÉMONSTRATION .  Soit  x^  la  plus  petite  des  deux 
quantités  j;^,  X,  Faisons 

X  —  x^  =  h  ; 

et  désignons  par  m  un  nombre  entier  quelconque  supé- 
rieur à  l'unité.  Comme  des  deux  quantités  ^'(xj,  f(X), 
lune  est  positive ,  l'autre  négative ,  si  l'on  forme  la  suite 

/ 
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et  que  dans  cette  suite  on  cotnpare  successivement  ie 
premier  terme  avec  le  second ,  le  second  avec  le  troi- 
sième, le  troisième  avec  le  quatrième,  &c... ,  on  finira 
nécessairement  par  trouver  une  ou  plusieurs  fois  deux 
termes  consécutifs  qui  seront  de  signes  contraires.  Soient 

deux  termes  de  cette  espèce ,  x ,  étant  la  plus  petite 
des  deux  valeurs  correspondantes  de  x.  On  aura  évi- 
demment 

x^  <  x^   <  X'  <  X , 

et 

m  m 


X'  —X,  =  — =  —  [X  —  xA. 


Ayant  déterminé  x^  et  X'  comme  on  vient  de  le  dire, 
on  pourra  de  même,  entre  ces  deux  nouvelles  valeurs 
de  X ,  en  placer  deux  autres  x^ ,  X'*  qui ,  substituées 
dans  f  [x] ,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires , 
et  qui  soient  propres  à  vérifier  les  conditions 

X,  <  X,  <  X"  <  X' , 

X"-x,=^[X'-x,)=.^.[X-x^). 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra,  i.*une  série  de 
valeurs  croissantes  Ae  x ,  savoir, 

(2)  3c^,    x^,    x^,    tac...  y 

2.*  une  série  de  valeurs  décroissantes 

(5)  X,  X' ,  X" ,  &c..., 

qui,  surpassant  les  premières  de  quantités  respectivement 
égales  aux  produits 
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I X  {X-^'x,) ,   -^  X  [X'-x,)  ;  -^  k  (X^x„) ,  -«te.  » 

f  ^  ■  r  •  '     •  ' 

1        .  ( 

finiifOQjt  par  différer  de  ces  {H^emières  valeurs  Ausû  peu 
que  iof  Toudra.  On  doit  en  conclure  que  les  termes 
généraux  des  séries  (  2  )  et  (  3  )  convergeront  vers  uiie 
limite  comhiune.  Soit  a  cette  limite.  Puisque  la  fonc- 
tion y*  (a?)  reste  continue  depuis  xz=zx^  jusqu'à  x=:X, 
«les  termes  gàiéraux  des  séries  suivantes;^ 

fMy     /(^,),      /(^a),       &C..., 

f{Xh    f{X'),   f{X'),     &c 

convei^ront  également  vers  la  limite  commune  f{à)\ 
et,  comme  en  s  approchant  de  cette  limite  ils  resteront 
toujours  de  signes  contraires ,  '^  est  clair  que*  la  quantité 
f[a)y  nécessairement  finie,  ne  pourra  différer  de  zéro. 
Par  conséquent  on  vérifiera  Téqùation 

en  attribuant  à  la  variable  x  la  valeur  particulière  a  com- 
prise entie  x^  et  X,  En  d autres  termes , 

(4)  ,    ,      X   =:   a 

sera  une  r^cewe- de  1  équation  (i)^  * 

SCHOLIE  //''  Si ,  après  avoir  poussé  les  séries  1:1)  et 
{3)  jusqu'aux  tèimés 

^     '  X,     et     X^^\ 

[n  désignant  un  nombre  entier  quelconque] ,  on  prend 
la  demi-somme  de  ces  deux  termes  pour  valeur  approchée 
de  la  racine  a,  Terreur  commise  sera  plus  petite  que 
leur  demi-différence,  savoir, 


a  -.a 
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Comme  cette  dernière  expression  décroît  indëfimment  à 
mesure  que  n  augmente ,  il  en  Fesiïlte  qu'en  caiculant  un 
nombre  suffisant  de  termes  des  d^ux  séries ,  on  ^finira 
par  obtenir,  de  la  racine  ta  <les  vsdeurs  aussi  apjNrochëes 
que  l'on  voudra. 

SCHOLIE  2/  S'il  existe  entre  des  limites  x^y  X  plu- 
sieurs racines  réelles  de  1  équation  (i),  la  méthode  pré- 
cédente en  fera  (Connaître  une  partie.^  etqueique^is  même 
ies  fournira  toutes.  ^lors  on  .trouvera  pour  x^  et  JK' , 
ou  bien  pour  x^  et  X" ,  &c.... ,  plusieurs  sy3tèmes  de 
valeurs  qui  jouiront  des  mêmes  propriétés, 

SCHOLIE  ^'  Si  la  fonction  f{x)  est  constamment 
croissante  ou  constamment  d^oissante  depuis  X'=.x^ 
jusqua  X'=z.Xf  il  n  existera  entre  ^es  limites  quune 
seule  valeur  de  x  propre  à  vérifier  i'équation(i). 

Corollaire  /.'''  Si  l'équation  (1)  n'a  pas  de  racines 
réelles  comprises  entre  les  limites  x^,  X ,  les  deux 
quantités 

fM,  f{X) 

seront  de  même  signe. 

Corollaire  2/  Si  dans  1  énoncé  du  théorème  i.*' 
ion  remplace  la  fonction  f{x)   par 

[b  désignant  une  quantité  constante],  on  obtiendra  pré- 
cisément le  4«^  théorème  du  chapitre  II  [§.  2].  Dans  la 
même  hypothèse ,  en  suivant  la  méthode  ci^lessus  indi- 
quée ,  on  déterminera  numériquement  les  racines  de 
lequation 

(5)  f(x)  =  b 

comprises  entre  x^  et  X, 
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Nota,  Lorsque  l'ëquation  (  i  )  a  plusieurs  racines  com- 
prises entre  x^  et  X ,  en  calculant  les  séries  (2)  et  (3) 
on  A^est  pas  toujours  assuré  d'obtenir  la  ^lus  petite  ou  là 
plus  grande  des  racines  dont  il  s'agit.  Mais  on  peut  ar* 
river  à  ce  but  en  suivant  une  autre  méthode  dont  M.  Le^ 
gendre  a  fait  usage  dans  le  Supplément  à  la  Théorie 
des  nombres.  Cette  seconde  méthode  se  déduit  immé- 
diatement  des  deux  théorèmes  que  je  vais  énoncer. 

2.*  Théorème.  Supposons,  comme  dans  le  théo* 
-  Terne  ly  f  que  la  fonction  f{x)  reste  continue  depuis 
x=iXo  jusqu'à  jp=»jr  [X  étant  supérieur  à  x^J  ;  et 
désignons  par  p  (x) ,  x  W  deux  fonctions  auxiliaires , 
également  continues  dans  V intervalle  dont  H  s'agit , 
mais  dé  plus  assujetties ,  i."  à  croître  constamment 
avec  X  dans  cet  intervalle ,  2,^*  à  fournir  pour  la  dif 
férence 

une  expression  variable  ,  qui ,  d'abord  négative  lors- 
qu'on attribue  à  x  la  valeur  particulière  x^ ,  demeure 
toujours  égale  (au  signe  près)  à  /(x).   Si  r équation 

(0  f{x)  =  o 

a  une  ou  plusieurs  racines"  réelles  comprises  entre  x, 
et  X ,  les  valeurs  de  x  représentées  par 

(6)  X^y         X  ^     y         X^    ,         X^    y         &C.    •      .      .       , 

et  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  for- 
mu  les    • 

composeront  U7ie  série  de  quantités  croissantes  dont  le 
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.  ■  •  ■  • , 

terme  général  convergera  vers  lu  plus  petite  de  ces 
racines.  Si  au  contraire  P équation  (i)  n'a  pas  de  rtx^ 
aines  réelles  comprises  entre  x^  et  X,  U  terme  géftériâ 
de  la  série  (6)  finira  par  surpasser  Jf.  .  -  •  ;. 

DÉMONSTRATION.  Admettons  en  premier  iieu  que 


il  s  agit ,  ou  ^  ce  qui  revient  aU  même ,  la  suivante 


M        ^ 


(i)        ç  (x)  —  X  (a>)  =^  o  , 
en  prenant  x=za;   et  ion  aura  en  conséquence 

•  (8)  f(a)  •=>:(«):;-■ 

De  plus,  la  fonction  xi^J  étant  constamment  crois- 
sante avec  X  depuis  'X:r=:x^  jusqu'à  'ar'^= -Y,  et  a  sur- 
passant a?^,  Ion  aura  encprft  >     ..    .  :  :  , 

£n  combinant-  les  tieut  ornières  foril|>tttfey  avecr'  la  pré^ 
iriîërfe-dës'ëqtKJtiohs-(73,-  sarvoir,       '"  ■  '*^'^'    ^  ?.iV->..'T  . 

X   («.)   =   ♦(*.)» 

on  en  conduit  *"  "       ■    -  "^       •  * 

et  par  suite  •>  '  . 

(9)  .©>:«/. 

De  même ,  en  comlMiian^  ies  trois  formulés 

don^  la  seconde  se  déduit  immédiatement  de  la  formula 
(p) ,  on  trouvera 

TOM.   I.  Qg 
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:        *  j- 

/  ..    •  •  ■  1 1  »  * 


croisantes;  et*  en' effet,  puisque  ta  Ôiflerénce 

t 
.     •»  ■  » 

est  négative  par  hypothèse  pour  xz=:x^,  on  aura 

mais  X  W  =  ^  (^i)  ;.  donc 

(fi)  a?.  <  S?/.      • 

De  plus,  x,  étant  coïtoprisL'enttreîï;o<tt  a,  aucime  racine 
réelle  -de  lequa^on,  f^  (x)  ■*— .;t  (^)  ^^F.^  n^  se  trouv^ 
renfermée  entre  les  limites  x^y  x.^  ;  et  par  con6éc[uent 
[  voyez  le  théorème  i  .*' ,  corollaire  i  /"] 

seront  des  quantités  de  -méine  signe ,  c'est-à-dire ,  toutes 
deux  négatives.  On  aura  donc 

et  par  suite  {li  aniëe  ée  x  i^ {) '^'•f'd^i)']- ,     •••  '^ 

&c. . . .  Donc  enfin  les  quantités 


r 
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formeront  une  série  dont  le  terme  général  x\, ,  trovssimt 
constamment  avec  n  ^^sans  pouvoir  jamais  surpasser  la 
racine  a ,  convergera  nécessairement  vers  une  limite 
égale  ou  inférieure  à  cette  racine.  Nommons  /'cette  limité; 
Comriié ,  en  vertu  des  éjuatîons  (7),  on  a^  quel  ^ue 
801I  n,  ,■■■■■ 

on  en  condum^  en  Ëiisaat  craiirr  n  mdéfiiiment,  e| 
passant  auK  limites .^  •  :^  : 

La  quantité  /  sera  donc  eile-méme  une  racine  de  f  éqiîa- 
tion  (  i  )  ;  et ,  puisque  cette  quantité  sera  plus  grande  que 
ar.,  sa»  être  sapërîenre  à  la -mente  a,  on  a^n^  ^yideBU^ 
•ment  •.'•.•-. 

(14)  /  «fc  éf.    • 

Adm^ttons^  ea  second liçu^  qu^^féqual^on  (1)  n>it paf 
4e  racines  r-^e^  cotnpyîsea^^trttre;  ^^  et  iL.^0O'pit)uver» 

encore  dans  cette  hypothèse ,  ^que  Ip  ternite  généi^}^^„  dç 

■   ■  ■•.*  »  *  tj     ... 

la  série  (6;  croît  coastamment  avec  f?^  du  moins  ..tant 
que  ce  terme  reste  inféneu/  à  Jf.  En  effets  teùit  que  èette 
condition  sera  remplie ,  la  '-dill^eotOe 

seiu  £  théorème  i  /'  ^  corollafrie  i  y  ]  de  même  signe  que. 

c est-à->dire 9  négative^  et  pér  sùit^  on  ëtàbËra  comme  d« 
dessus  iés formules  (11)9  1 1  2}  »  &x;* ...  De  plus,  x^  ne 

f^euifa  convei^r  >ers  4iue  *{ÎEifte  ^ke  /inférieure  à  JÇ 

—    ♦ 
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puisque  rexistcncç  de  cette  iimite  entraînerait  ëvicfem- 
ment  Tëquation  (i  3 ) ^  et  par  suite  lexistence  (Tune  racine 
réelle  comprise  entre  x^  et  X,  Donc  il  faudra  nécessai- 
rement^ dans  l'hypothèse  admise  ^^  que  la  valeur  de  ir. 
finisse  par  surpasser  la  limite  X. 

Corollaire  //''  Les  conditions  auxquelles  les  fonc* 
tions  auxiliaires  ^{x),  ;t(^)  ^^'^  assujetties  dai>3  £é- 
nonce  du  2/  théorème,  peuvent  être  remplies  d'une 
infinité  de  manières.  Mais,  parnii  le  nombre  infini  des 
Videurs  que  l'ôïi  peut  attribuer  a  la  fonction^ (:r),  H 
importe  d'en  choisir  une  qui  permette  de  résoudre  &cif 
lement  les  équations  «  [7] ,  c'estrà-dijce,  en  général,  toute 
équation  de  la  formé 

^  (x)  .^=z  constante. 

I  .  -  .  ■  .  •     ■     ^ ...  ,     _  _         ■  . 

f;à  valeur  de  p(x)  étant  chdisie,' comme  on  .vient  df  le 
dire,  on  calculera  sans  peine  les  diflerens  termes  de. in 
série  (é) ,  et  il  suffira  d,e  chercher  la  limite  vef^  .laquelle 
ils  conve;i^ent  pour  obtenir  la  plus  petite  des  racines  de 
l'éqùation' (1).  comprises  entre  oi^'^èi  X.  Sf-'ceâ-iîlAnes 
'termes  finissent  par  surpasser  X ,  l'équation  (1)  li'aura 
J>as  de  racine  réelle  dans  l'intervalle  de  x^  à  X, 

ÇOROLLA/RE  2/  Si  Yon  ^rexïd, 

•  ■  ■        ■         ■     ,  •  •  ■       .-..;■..■         .  ■         ' .     ■  • 

et  si  de  plus  lequation  (1  )  admet  des  racines  positives , 
les  quantités  a:, ,  x^^  &c. .  .  •  seront  toutes  inférieures  à 
la  plus  petite  racine  de  cette  espèce,  et  en  fourniront  des 
Valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

•  3.'  Théorème.  Supposons,  comme  dans  l^  théo» 
rèmé  i/" ,  que  la  fonction  /(x)  demeure  continue 
depuis  jBzsijf^  jusfu^à  x^tX  [X  étant  supérieur  à  je^]; 


r  , 
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tt  désignons' par  ^(j?),  xi*)' ^P^  fonctions  auxi' 
liair^s  également  continues  dans  l'intervalle  dont  il 
s'agit,  mais  de  plus  assujetties ,  iJ*  à  croître  constam- 
ment avee  X  dans  cet  intervàlie,  i.^  à  fournir  pour  là 
différence  '       '     ' 

*  ■       ■  .  '         ■ 

,  •  .  .    .  .   • 

une  expression  variable  qui  devienne  positive  lors* 
qu'on  attribue  à  x  la  valeur  particulière  X,  çtdemeur^ 
toujours  égale  \au  signe  près]  àf(x).  Si  l'équatiort 

a  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  x. 
et  X,  les  valeurs  de  x-  représentées  par 

(15)         X,   X',   X%  X'\  &c..., 

tt  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  for- 
mules 

(,<5)   ^(X')=xW.  HX")=x(.x'),  ^(r':)=»x(^.  &»... 

r 

composeront  une  série  de  quantités  décroissantes  dont 
le  terme  général  conv.ergerja  vers  la  plus  grande  de 
ces  racines.  Si  au  contraire  F  équation  (1)  n'a  pas  de 
racines  réelles  comprises  entre  x^  et  X,  le  terme  gé- 
néral de  la  série  (1  ^^  finira  par  s'abaisser  au-dessous 
de  x^-, 

La  démonstration  de  ce  troisième  thëorèmç  est  tellement 
semblable  à  celle  du  second^  que ,  pour  abr^er^  nous  nous^ 
dispenserons  de  la  rapporter  ici. 

Corollaire  i."  Parmi  le  nombre  infini  de  valeursr 
qu'on  peut  attribuer  à  la  fonction  ^(o;)  de  manière  à 
remplir  les  conditions  exigées,  il  importe  d'en  choisir 
une  qui  permette  de  résoudre  facilement  les  équations 
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(16},  cest-à^tire^  en  génénd,  toute  ^qoatkni  de  k  forme 

^  (x)  =:  consiante. 

La  Taleur  de  ^{^)  étant  choisie  comme  on  vient  die 
le  dire  y  on  calculera  sans  peine  les  difierens  termes  cfe 
la  série  (15)9  et  il  suiSi:a  de  chercher  la  liitaite  vers 
laquelle  ils  convergent  pour  obtenir  la  plus  grande  des 
racines  de  Féquation  (i)  comprises  entre  jr^  et  X.  Sî 
ces  mêmes  termes  finissent  par  s'abaisser  àu-desspùs  de 
x^,  l'équation  (1)  n'aura  pas  de  racine  réelle  dans  fin* 
tei-valle  de  x^  à  X, 

Corollaire  2/  Si^  l'équation  (1)  ayant  des  racines 
positives^  X  surpasse,  la  plus  grai^de  racine  de  cette 
espèce ,  les  quantités  X' ,  X" ,  &c. .  • .  resteront  toutes 
supérieures  à  cette  même  racine ,  et-  en  fourniront  des 
valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

SCHOLIE  ly  Si  l'équation  (i)  na  qu'une  seule  racine 
réelle  a  comprise  entre  x^  et  X ,  les  termes  généraux  des 
séries  (6)  et  (  1 5) ,  dont  la  première  est  croissante,  et  la 
seconde  décroissante,  convergeront  vers  une  limite  com- 
mune égale  à  cette  racine.  Alors,  si  Ion  prolonge  ces 
séries  jusqu'aux  termes 

x„     et     X^\ 

puis,  que  l'on  prenne  la  demi-somme  de  ces  deux  termes 
pour  valeur  approchée  de  la  racine  a,  l'erreur  commise 
sera  plus  petite  que 

m 
2 

SCHOLIE  2'  Pour  montrer  une  application  ist%  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir^  considérons  en  parti- 
culier l'équation 
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m  <jesigiiant  un  nombre  entier  quelconque ,  et 
A        A  A  A 

des  quantités  positives  ou  nulles.  Comme  le  premier 
membre  de  cette  équation  est  négatif  povir  4:  =  o ,  et 
positif  pour  de  très -grandes  valeurs  de  x-,  il  en  résulte 
qu  elle  a  au  moins  une  racine  positive  et  finie.  De  plus , 
cette  même  équation  ne  différant  pas  de  la  suivante 

-^  H- -;r- -»- .  .  . -t- -pî=r- H- -J5- =  I  , 

I 

dont  le  second  membre  reste  invariable,  tandis  que  le 
premier  décroît  constamment  pour  cjes  valeurs  positives 
et  croissantes  Ae  x ,  n'admettra  évidemment  qu'une  seule 
racine  réelle  et  positive.  Soit  a  cette  racine,  et  A  le  plus 
grand  des  nombres 

-^i^    ^^y    -^m-i  >    -^m  •' 

enfin  désignons  à  lordinaire  une  moyenne  entre  ces 
nombres  par  la  notation 

il/    (-4,,        A^y  ....         A^^y       A^). 

On  tjref^  de  lequation  (17) ,  en  y  fiiisanr^?=  «,  puis 
ayant  égard  à  ia  formule  (  1 1  ]  des  préliminaires , 


-M{A^y  Aj^y  .,.-4,„_, ,  Aj^<,A,  —^      ---  , 

a  —  I  •»  —  I 

et  par  suite 

a —  \  <  A  -n — ig —  <  A  p 
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Par  conséquent  la  racine  positive  de  1  équation  (17}  sehi 
comprise  entre  les  limites  o  et  4  -H  1 .  Dun  autre  côté, 
comme  y  en  désignant  par  ^ 

A.a"^^'     et     A,à^'' 

le  phis  petit  et  le  plus  grand  des  termes  renfermés  dans 
le  polynôme 

A^  a*^'  H-  A^  a**-*  -f- -f-  -4^^,  a^An^, 

et  par  w  =  ou  <  w  le  nombre  de  ceux  qui  difièreht  de 
îéro ,  on  aura  évidemment 

« 

«*"  >  nAre^'% 
et  par  suite 

T 

a  <  (nA.)~ , 

si  est  clair  que  la  racine  a  sera  comprise  entre  le  plus 
petit  et  le  plus  grand  des  nombres 

i.  —  -1 

(19)       nA^y  {nA^)\  (nA^)^ ,  ...{nA^)"'. 

Enfin ,  puisquen  vertu  du  théorème  i  /'  [corollaire  i  /"], 
le  premier  membre  de  1  équation  (17)  restera  négatif 
depuis  j;  =  0  jusqu'à  x=:a,  et  positif  depuis  x  =  a 
jusqu  a  X  ==•  00  ,  il  en  résulte  qu  on  pourra  choisir  en- 
core pour  limite  inférieure  de  la  racine  a  le  plus  grand 
des  nombres  entiers  qui  rendent  négative  lexpression 

et  pour  limite  supérieure  le  plus  petit  de  ceux-  qui  la 
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■        ■ 

rendent  positivé.  Soient  maintenant 

t  - .  . 

j  .      >         , .  * 

les  deux  limites  inférieure  et  supérieure  calculées  d'après 
lune  des  r^Ies  que  nous  venons  d'indiquer.  Si  l'on  fait  en 
outre         ' 

les  théorèmes  2.*  et  3.*  seront  applicables  à  féquatioii 
(17);  et  comme ,  dans  cette  hypothèse ,  chacune  des 
équations  (7)  ou  (i  6)  se  trouvera  réduite  à  la  forme 

x"*  =  constante , 

il  deviendra  facile  de  calculer  les  quantités  comprises 
dans  les  deux  séries 

Ji  f       X     f       X      f       X     y      CSLC*  •  • .     9 

*^o  f      *^  1  >      ^a  >       ^3  >      ^^'  •  •  '   y 

dont  les  termes  généraux  seront  les  valeurs  approchées 
en  plus  et  en  moins  de  la  racine  a, 

SCHOLIE  3*  Considérons  encore  l'équation 
m  désignant  toujours  un  nombre  entier ,  et 

I 

-4,,    -4a,    A^^^yA^ 

des  quantités  positives  ou  nulles ,  dont  la  plus  grande 
soit  égale  à  A.  En  prenant  -^  pour  inconnue^  on  pourra 
présenter  cette  équation  sous  la. forme  suivante 

/J_\  «  M^,      f^Y"'  Jj'^^n^l.    (lîV^^  _ 

.\x)       :ir'Uy     ;  "<  U;        ••• 

A^        /     T    \  ï  

•  -"--^y» )^  A^  jr, °.» 
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qui  est  pareille  à  celle  de  rë^puition(  17).  On  en  conclu» 
que  {'équation  (22)  admet  une  seule  racine  positive  infé- 
rieure au  quQtient 


(H) 


^m 


-H   I 


et  que  cette  racine  est  <;omprise  non  ^seulement  entre  U. 
plus  petite  et  la  plus  grande  des  quantités 


^m  f-       ^^ 


(2j)   '  "^'^'      '    ^  ''^'»-*  ^    '     ^  «^-5   /       '     "  " 


{-ér)-'  m 


m 


.  [  w  =  OU  <  w  représentant  le  nombre  des  termes  va- 
riables renfermés  dans  le  premier  membre .  de  l'équation 
(22)],  mais  aussi  entre  le  plus  grand  des  nombres  en- 
tiers qui  rendent  négative  lexpression 

cl  le  plus  petit  de  ceux  qui  la  rendent  positive.  Après 
avoir  fixé,  d après  ces  remarques,  deux  limites  en  plus 
et  en  moins  de  la  racine  en  question ,  il  suffira ,  pour  en 
approcher  davantage,  d  appliquer  les  2/  et  3/  théo- 
rèmes à  1  équation  (23),  en  y  regardant  4-  comme  Tin- 
connue  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

SCHOLIE  4'  Si  l'équation  (  i  )  avait  deux  racines 
réelles  comprises  entre  x^  et  X ,  mais  extrêmement  rap- 
prochées l'une  de  l'autre,  les  termes  généraux  des  séries 
(6)  et  (i  5)  paraîtraient  au  premier  abord  converger  vers 
la  même  limite ,  et  l'on  pourrait  prolonger  long-temps  les 
deux  séries  avant  de  s'apercevoir  de  la  différence  entre  le& 
limites  vers  lesquelles .  ils  convergent  effectivement.  La 


même  remanjùe  est  applicable  aiix  séri^  (a)  et  (})•  Par 
conséquent  Ie»inëèhodes  deiés^iititîoh  fondées  umquement 
sur  le  théorème  i  /%  ou  bien  sur  les  théorèmes  2/  et  j/^ 
ne  sont  pas  propres  à  faire  connaître  ^  dans  tous  les  cas , 
le  nombre  des  racines  réeÛés-'d^uHe  équation  numériqiie; 
mais  elles  fqumiront  toujours  des  videurs  aussi  appro- 
chées que  Ton  voudra  de  toute  racine  réelle  qui  se  trou* 
vera  seule  comprise  entre  deipc  limites  données. 

Dans  le  cas  particulier  où  f  équation  numérique  que 
ion  considère  a  pour  premier  membre  une  fonction  réelle 
et  entière  de  la  variable  x ,  on  peut  tout-à-Ia-fois  ^  ainsi 
que  M.  Lagrànge  la  fait  voir,  déterminer  le  nombre  des 
racines-  réelles  et  calculer  leurs  valeurs  approchées;  Pour 
atteindre  facilement  ce  but,  il  convient  de  réduire  d abord 
féquation  proposée  à  n'avoir  que  des  racines  inégal^  ^  en 
opérant  comme  il  suit. 

Soit 

(27)  F{x)  r=  G 

Téquation  donnée.  Désignons  par  a,  h,  c,  ...  ses  diverses 
racines  réelles  pu  imaginaires ,  et  par  m  le  degré  de  son 
premier  membre  ,  dans  lequel  nous  supposerons  le  coeffi- 
cient de  là  plus  haute  puissance  de  x  réduit  à  l'unité. 
Enfin  soit  rnl  le  nombre  des  racines  égales  à  «,  m"  le 
nombre  At%  racines  égales  à  h,  m'"  ie  nombre  des  racines 
égales  à  c,  &c....  On  aura 

et 

(29)  F{x)  —  {x—aY  {x—hY'ix-^Y'  . . . 

On  en  conclura ,  eh  désignant  par  s  une  nouvelle  va- 
riable, 
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I 

Si  maintenant  on  fait  * 

•  ■ 

(î-l)  /^(«-t-a)s=ïF(»)-f,aF,(ar)-i-a*F,(«)-+-&c..., 
et  que  Ton  développç  les  expressions  - 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  jb,  i  équation  (30) 
deviendra 


zJd±^z^  ^.W 


—  I  iH a-V-..,  1 1  *-^-~^'-*-'-'  )  (  'H 3-t-...  j  <ke..^ 

w  m  m  \  m 

1 i  H h. . .  1  «8  -4-  &c ; 

x—a       X — h       x— c  / 

puis,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficiens  de  la 
première  puissance  de  z,  on  trouvera 

-T ,  C^j  m  m  m  _ 

—  H H  &C 


,      ^   ,     JP'M  X — a  X — b  X — c 

(32)  { 

m  (x — b){x — c)...-f-m"(j:— a)(x — c)...-f-»i'(j? — «X-^ — ô)...-H&c. 

'     Il  I  ■  .  ■  I         I  11 

(x—à)  (x—b)  (x — c) ...  * 

Comme  la  formule  précédente  a  pour  dernier  membre 
une  fraction  algébrique  évidemment  irréductible,  il  en 
résulte  qu  il  suffit  de  diviser  le  premier  membre  /^(j?) 
de  I  équation  (27)  par  le  pîus  grand  commun  diviseur  des 
deux  polynômes  F(x) ,  F,  (x)  pour  ramener  cette  équa- 
tion à  la  suivante 

(33)  {^  —  a){x  —  b)(ûo  —  c).  ..  =0, 

'  qui  n  a  plus  que  des  racines  inégales. 


^     ^-        -  •  ■ 


> 

.    \ 


Nous  Kie  nous  arrêterons  pas  à  faire  voir.  cûKQment  on 
poumdt^deduire  des  méçies  principes  diverses  équations 
dont  les  racines)  toutes  inégales  eh trèeiies;  seraient  Àjuir 
valenteSj^  tantôt  àux/acines  Ssip^j^fp^^  ta)ntôt  aux^jaçinea 
rfôobli^.y  :tantôt  'aux  r^idneft'  ttifi^ ,  ;&c...  tlç,  h  .proposée* 
Nous'IafduteronB  seulem^t  ici*  ipielques  remarcpies-^^Iar 
tîvies:rau:dks.'^ou.  Ton  suppose  îmmédiatemient  toutes,  ies 
racines  de  réquatioht(27.)  in^atiçs^ietitre  elles.  Chacun  de$ 
nombres  ^',  m",  m'",  &c. . .  se  réduisant  alors  à  l'unité, 
on  tîrédè^la'fornlùlè(3'2)'    '    ■  •     ^"^  -^ 

(34)'  F,(x)  ^(i^X*--«)"-"+(*^*(*'^)^'-+(*^  ' 

différéhcèi  â!if0V'i«S'raiéiil«i  éK^i^tqcMkik  (97)  «mane^psb 
Valait '[dl^tiadSiSBfaiÙi^dq ln|^«:] te  ptwjaibw  ,'.  i^l\,,,■. 

'V..' ."    :F.(a);^i)':i^(;^;?i';?'  ;.;^'  i^  ^-^^^-^^ 

4et  par  conséqucntai»  dbliiar  twïiie  de  l'équat^ç  r^,;  que 
fournit  ielimiqatîbn  de;a^  4n(mte9  deux  89iyan;^s,    il  : , 

(37)      Pi^==o:  '■'•]i^\àiy=é'èi  ^  -■>-  '  • 
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SCHOLfE  /.^^  Le  nombre  k  étant  assujetti  à  la  seule 
condition  de  surpasser  la  racine  positive  de  l'équation 
(17)^  on  peut  le  supposer  égal  soit  à  la  plus  grande  des 
«tpressions  (i9)>  soit  au  plus  petit  desnotabres  entiers 
qui^  substitués  à  la  place  de  x  dans  le  polynôme  (ao)  ^ 
donnent  un  résultat  positif.       - 

BCHOLIE  2.*  On  peut  aisément  s  assurer  cjtife?  le  nombiv 
k,  déterminé  comme  on  vient  de  le  dire ,  est  supérieur 
non-seulement  aux  valeurs  numériques  des  racines  réelles 
dei  réquation  (27),,  mais  encore  aux  modulçs  de  toutes  les 
racines  imaginaires.  En  effet  ^  soit 

X  =  r  (cos.  t  -+-  y  —  X  siD.  f  ) 

une  semblable  racine.  On  aura  en  même  temps  les  deux 

T 

équations  réelles  '  '  ** 

r'"co».mt±.<ï,r'"-'co».  (w— i)*±-4,r"-'co«.(i»— 2)trt... 


(4o) 

■  «  .  ■  - 

.    .(    v-\ • Zt^^,  rsin.  *  =  oi 

et,  en  ajoutant-  là-  preinière  équation ':mulvi<pfiée  par 
GQs,mt  à  la  seconde  nailtipliée  par  sm.  mtyWi'^n  coh* 
dura  .-*-.-' 

.,    ^  i      t^  zt  A,  r"*-'  COS.  t  rh  A^  r"*-*  cos.  2/  db ^ 

/       i . . .  zt  -^«»,  r  c<js.  (ï;i— ri)  f  dt;  jf<«  cos.  mf  ===  o. 

Or.  il  est  clair  qu'on  ne  saurait  satisfaire  à  cette  iderhière 
équation  en  supposant  r>  k ,  puisque -danis  cette  hypo- 
thèse la  valeur  numérique  de  r'"  surpasse  la  somme  des 
valeurs  numériques  des  termes 
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et  à  plus  forte  raison  la  somme  des  valeurs  numëriques 
que  ces  mêmes  termes  acquièrent  lorsqu'on  les  multiplie 
par  des  cosinus. 

SCHOLIE  j»/  En  compsurant  avec  le  polynôme  {2.6) 
les  premiers  membres  des  équations  (27)  et  (4^)^  on 
prouverait  facilement  que ,  si  l'on  désigne  par  g  un 
nombre  inférieur  à  la  racine  positive  unique  de  l'équa- 
tion (22)^  g  sera  une.  iimite  inférieure  non  -  seulement 
aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles  de 
1  équation  (27) ,  mais  encore  aux  modules  de  toutes  les 
racines  imaginaires.  C'est  ce  qui  arrivera ,  par  exemple , 
si  l'on  prend  pour  g  la  plus  petite  des  expressions  (25), 
ou  le  plus  grand  des  nombres  entiers  qui,  substitués  à 
ia  place  de  ir  dans  le  polynôme  (26),  donnent  un  ré- 
sultat négatif.  Le  nombre  g*  étant  déterminé  comme  on 
vient  de  le  dire,  toutes  les  racines  .positives  de  l'équation 
(27)  se  trouveront  comprises  entre  les  limites 

et  les  racines  négatives  de  la  même  équation  entre  les 
limites 

SCHOLIE  4'  Lorsqu'on  se  propose  seulement  d'obte* 
nir  une  limite  inférieure  à  la  plus  petite  des  racines  posi- 
tives ou  supérieure  à  la  plus  grande ,  on  peut  quelquefois 
y  parvenir  en  s'appuyaht  sur  le  corollaire  du  1 7/  théorème 
[note  précéd.].  Supposons ,  en  effet ,  que  tous  les  termes 
du  polynôme  F(x)y  à  l'exception  d'un  seul ,  soient  de 
même  signe.  L'équation  (27)  prendra  la  forme  suivante 


^^'^^  A  A  A 


Soit  maitenant  n  le  nombre  des  termes  qui  dans  le  pre- 
TOM.  I.  Hh 
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mier  membre  de  f équation  (43)  ne  se  réduisent  pas  k 
zéro^  et    - 

ia  moyenne  géométrique  entre  ces  termes  ,  B  désignant 
b  moyenne  géométrique  entre  leurs  coeffîciens.  En  vertu 
du  corollaire  du  théorème  1 7  [note  II] ,  toute  valeur  réeii^ 
et  positive  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  proposée^  ou , 
ce  qui  revient  au  méme^  à  lui  servir  de  racine^  satisfera 
nécessairement  à  la  condition 

ArX"^"^'  >  nBx'', 

et  par  conséquent  à  Tune  des  deux  suivantes , 

:    (44)  *>  (^)'^\ 

savoir^  à  la  première,  si  m-^s  surpasse  yu.,  et  à  la  se- 
conde, dans  le  cas  contraire.  II  est  bon  d'observer  que, 
si  le  nombre  s  s'évanouit,  As  se  réduira  au  coefficient  de 
«",  c'est-à-dire,  à  l'unité. 

SCHOLIE  j/  II  eit  encore  facile  d'obtenir  deux  limites, 
fune  inférieure,  l'autre  supérieure  aux  racines  positives 
de  l'équation  (27),  par  la  méthode  que  je  vais  indiquer  « 
On  observera  d'abord  que  toute  équation  dont  le  premier 
membre  n'offre  qu'une  variation  de  signe,  c'est-à-dire, 
toute  équation  qui  se  présente  sous  la  forme 

ou  sous  la  suivante 

[A^,  A^,  ...  A^f  '^ft^,»  &c....  désignant  des  nombres 
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quelconques],  n'admet  quune  racine  positive,  ëvideni-^ 
ment  égale  à  la  seule  valeur  positive  de  x  pour  laquellt 
la  fraction 

Ao  Jc*  -4-  A\  jfr"""  -+-  A ,  x"~*  -f-  &c 


*    m 


qui  croit  sans  cesse  depuis  x=:o  jusqu'à  x=:oo  ,  puisse 
se  réduire  à  l'unité.  Par  conséquent  le  premier  membre 
d'une  semblable  équation  aura  ie  même  signe  que  ses 
premiers  ou  ses  derniers  termes ,  suivant  que  la  valeur  de 
X  sera  supérieure  à  ia  racine  dont  il  s'agit,  ou  comprise 
entre  zéro  et  cette  même  racine.  Cela  posé,  concevons 
que,  dans  le  polynôme  (39),  — AjX'  soit  le  premier 
terme  négatif  après  x'^ ,  -+--4^0?"  le  premier  terme  po- 
sitif après  —  AsX* ,  — AyX''  le  premier  terme  négatif 
après  AuX^ ,  ^A^x^  le  premier  terme  positif  après 
—  AyX"* ,  &c....;  en  sorte  que  l'équation  (27)  devienne 

X     "H^  A  j  X        "+"  ...  "■""  A  g  X        — —  jAjj^i  X  — — i  •  •  #. 

H-.4^^'"-*'H-^«,^,a?'"-»^'-4- ±:  ^„  =  G. 

On  conclura  des  remarques  précédentes ,  que  toute  valeur 
positive  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (27)  doit  être 
I  ."^  inférieure  à  la  plus  grande  des  racines  positives  des 
équations 

x'^'^A,x'^''-^...—AsX'^-'—A,^,x'^'-'—...z=:o^ 

&c , 

1 

2.**  supérieure  à  la  plus  petite  de  c^%  mêmes  racines ,  lors-     w* 
que  A^  est  précédé  du  signe  — *,  et  dans  le  cas  contraire, 
à  ia  plus  petite  des  racines  positives  d«s  équations  de  là 
ferme 

Ht* 
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'*A^-^-A^,x^-'-'-,..-*-A^''-i-A,+,ar''-'~t-..:=o, 

&c. 

Quelquefois  les  deux  conditions  qu'on  vient  dénoncer 
s'excluent  mutuellement  ;  et  alors  on  peut  |iffi.rmer  que 
féquatioh  (27)  na  pas  de  racines  positives. 

2.*  Problème.  Trouver  le  nombre  des  racines 
réelles  de  P équation  (27) ,  avec  une  suite  de  qiian- 
tités  qui^  prises  deux  à  deux ,  servent  de  lifnites  â 
ces  mêmes  racines. 

Solution.  Nous  supposerons  I  équation  (27)  ré- 
duite à  n'avoir  que  des  racines  inégales.  Alors,  si  Ton 
désigne  par  A:'[voy.  le  problème  précédent  ]  une  limite 
supérieure  aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines 
réelles ,  par  h  un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  dif- 
férence entre  ces  racines,  enfin  par  k^,  k^,  ...  A„  d'autres 
nombres  tellement  choisis  que  dans  la  suite 

(40)     — A:^  "~A'i >  "k^y  •••  —A'»/  o,  k„,  ...  A^,  A*, ,  A:, 

la  différence  entre  un  terme  et  celui^  qui  le  précède  soit 
toujoiu^s  ime  quantité  positive  égale  ou  inférieure  à  h , 
il  est  clair  que  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  (46) 
ne  comprendront  jamais  entre  eux  plus  d'une  racine 
réelle.  D'ailleurs,  lorsqu'on  substitue  à  la  place  de  x  dans 
ie  polynôme  F{x)  deux  quantités  entie  lesquelles  une 
seule  racine  réelle  au  plus  se  trouve  renfermée  ,  les 
résultats  obtenus  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires;  pour  parler  autrement,  la  comparaison  de  ce» 
deux  résultats  offre  une  permanence  de  signe ,  ou  une 
variation  de  signe ,  •  suivant  qu'il  n'existe  pas  de  racine 
réelle,  ou  qu'il  en  existe  une  entre  les  deux  quantités- 
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dont  H  s'agit.  Par  conséquent ,  si  Ion  prend  les  terihes 
de  la  suite  (46)  pour  des  valeurs  successives  de  la  va- 
riable X ,  et  que  Ion  forme  la  suite  des  valeurs  corres- 
()ondantes  du  polynôme  FQo) ,  cette  nouvelle  suite  offrira 
précisément  autant  de  variations  de  signe  que  Téquation 
(27)  a  de  racines  réelles ,  et  chacune  de  ces  racines  sera 
comprise  entre  deux  valeurs  consécutives  de  x  qui ,  subs- 
tituées dans  F(x) ,  donnent  des  résultats  de  signes  con- 
traires. Ainsi  toute  la  difficulté  consiste  à  trouver  pour  le 
nombre  h  une  valeur  convenable.  On  y  parvient  de  la 
manière  suivante. 

Désignons  par  H-  la  valeur  numérique  du  dernier 
terme  de  Féquation  en  z  que  fournit  l'élimination  de  x 
entre  les  formules  (37).  Le  nombre  ^,  ainsi  qu'on  l'a 
déjà  remarqué,  sera  équivalent  [abstraction  faite  du  signe] 
au  produit  des  carrés  des  différences  entre  les  racines 

réelles  ou  imaginaires  de  l'équation  (27).  Par  suite.  H^ 
sera  équivalent  au  produit  des  modules  de  ces  différences 
[  le  module  de  chaque  différence  réelle  n'étant  autrç  chose 
que  sa  valeur  numérique].  Cela  posé,  soient  a,  b  deux 
racines  distinctes  de  l'équation  (27).  Si  ces  deux  racines 
sont  réelles,  chacune  d'elles  ayant  alors  une  valeur  numé- 
rique inférieure  à  A:,  la  valeur  numérique  de  leur  diffé- 
rence, c'est-à-dire,  la  différence  ou  la  somme  de  leurs 
valeurs  numériques  ne  surpassera  jamais  2  k.  Si  au  con- 
traire chacune  de  ces  racines  ou  l'une  d'elles  seulement 
devient  imaginaire,  on  pourra,  en  désignant  par  r^ ,  r]^ 
leurs  modules ,  et  par  t^ ,  t^  deux  arcs  réels ,  supposer 

a  =  1\  (  COS.  ti  -f-  y^ZT  sm.  ty)  , 
,  b  =  r,  (cos.  t^  Hh  y  — I  iin.  f^)  ; 

et  l'on  en  déduira 
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a  —  b  =5  r,  COS.  f ,  —  r^  cos.  t^  -4-  (r,  sin.  #,  —  r^  sm.  f ,)  v^^  » 

T 

«101^.  (a — ^)  =  [(r,cos.f,  —  r^cosJ^y  -f-  (r,  iin.f,  —  r^sin.ïj*]  »" 

On  aura  donc 

mod.  («  —  i)  <  »'i  -f-  ^a  ; 
et  par  suite  s 

(4/)  m(?rf.  («  —  b)  <  2  k  , 

pourvu  qutrie  nombre  k  ait  été  choisi,  comme  dans  le 
premier  problème ,  de  manière  à  siu*passer  non-seulement 
ies  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles ,  mais 
encore  ies  modules  de  toutes  les  racines  imaginaires.  On 
prouvera  de  même  que  chacune  des  différences 

a  —  c,    ... .•    b  —  Cj  &c. ••• 

a  pour  module  un  nombre  inférieur  à  ik;  et  l'on  en 
conclura  que,  si,  ^près  avoir  formé  tous  les  modules  de 

cette  espèce  en  nombre  égal  à  -  """"    ,  on  met  de  côté 

l'un  d'entre  eux,  par  exemple,  le  module  de  la  différence 
a— 6 ,  le  produit  de  tous  les  autres  sera  im  nombre'  in- 
férieur à  l'expression 

m(m-t) 

Donc ,  si  fon  multiplie  cette  expression  par  le  module 
de  la  différence  a  —  b ,  on  trouvera  un  résultat  plus  grand 
que  le  produit  des  modules  de  toutes  les  différences , 

c'est-à-dire ,  un  résultat  plus  grand  que  H^ .  Kn  d'autres 
termes ,  on  aura 

(2  A:)     *  X  mod.  (<^— 6)  >  H^  ; 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


—  I 


(48)       mod.  (tf — b)  > 
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> 


m  (m- 1  ) 


Lorsque  les  racines  a  et  S  sont  réelles ,  le  module  de  U 
différence  a  —  b  se  réduit  à  sa  valeur  numérique.  Par 
conséquent  on  obtiendra  un  nombre  h  inférieur  à  ia  plus 
petite  différence  entre  les  racines  réelles  de  féquation 
(27),  si  Ion  pose 

(49)  A  =   —   ^' 


m  (m-i)  • 

.tmm  I 


SCHOLIE  /."'  II  serait  facile  de  prouver  que ,  si  cha- 
cun des  nombres  A^y  A^y  ...  A„^  [  i."  problème]  est 
entier,  le  nombre  H  le  sera  également.  Par  suite,  dans 
cette  hypothèse,  le  nombre  H ,  qui  ne  peut  s'évanouir 
tant  qile  les  racines  de  lequation  (27)  restent  inhales 
entre  eHes,  aura  une  valeur  ^aleou  supérieure  à  funité. 
Cela  posé ,  la  formule  (48)  donnera 

(jo)         mod.  (•«  —  &)  >  ^5^3 ; 

{ih)    .    "' 

«t  Ton  en  conclura  que ,  pour  obtenir  un  nombre  h  infe- 
rieur  à  b  plus  petite  différence  entre  les  racines,  il  suffit 
de  prendre 

(5')  *= rô) • 

.     SCHOUB  2.'  Soit 

(52)  Z  =  o 

l'équation  en  z  que  fournit  l'élimination  de  x  entre  les 
formules  (37).  Si,  par  la  méthode  ci -dessus  indiquée 
[  I  .*'  problème ,  schôlie  3  ] ,  on  détermine  une  limite  G 
inférieure  aux  modules  de  toutes  les  racines  réeKés  ou 
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imaginaires  de  I équation  (52)^  on  aura,  en  désigiiant 
toujours  par  a,  b,  c,  ...  les  racines  de  1  équation  (^7), 

mod.  F^{à)  >  G , 
Ou,  ce  qui  revient  au  même  [  voy.  les  équations  (3  j)]  > 

mod.  (a  —  b)  (a  —  c) .  .  .   >  G. 
On  en  conclura 

mod.  (a  —  b)  > 


i^MM»» 


mod.  {a —  c)  , . . ,     ' 


et  par  suite 

(53)     ^^'  («  — *)  >    (fÀ)>"-a  t 

puisque  les  dilTérences 

a  —  b  f    a  -—  c  f    &c. .  •  • 

qui  renferment  la- racine  a  combinée  successivement  ave<) 
toutes  les  autres,  sont  au  nombre  de  m—  i  ,  ou,  si  l'on 
met  dé  côté  la  différence  a—b,  au  nombre  de  m  — 2. 
Cela  posé,  il  est  clair  que  le  nombre  h  satisfera  encore 
Hux  conditions  requises,  si  Ion  prend 

(j4)  h  =    (^x)'"-*'- 

SCHOLIE  3.'  Après  avoir  déterminé  h  par  I  une  des 

ttiéthodes  précédentes,  on  pourra  choisir  pour  la  suite  dei 

nombres 

k        îc  k 

Une  progression  arithmétique  décroissante  dont  la  dîffé* 
tence  soit  égale  ou  inférieure  à  A,  en  se  bornant  toute- 
fois aux  termes  de  cette  progression  qui  restent  compris 
entre  les  limites  o,  k.  De  plus,  si  ion  désigne  par  g 
[voyez  le  i.*^  problème,  scholie  3  ]  une  limite  inférieure 
aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles  de 


NOTE  IIL  489 

féqUation  (27)  ,  on*  pourra  évideminent  dans  la  suite 
(46)  supprimer  tous  les  termes  positifs  ou  négatifs  dont 
les  valeurs  numériques  seront  plus  petites  que^,  en 
écrivant  à  la  place  les  deux  seuls  termes 

Là  suite  (46)  étant  modifiée  comme  on  vient  de  le  dire , 
on  substituera  successivement  dans  le  polynôme  F(po), 
I  .**  les  termes  négatifs  de  cette  suite  depuis  —  k  jusqu'à 
—  g",  2*  les  termes  positifs  depuis  -\-g  jusqua  H- A*; 
et  toutes  les  fois  que  deux  termes  consécutifs  de  la  pre- 
tnière  ou  de  la  seconde  espèce  fourniront  des  résultats  de 
signes  contraires ,  on  sera  certain  qu'une  racine  réelle , 
négative  dans  le  premier  cas,  positive  dans  le  second,  est 
renfermée  entre  ces  deux  termes. 

ScHOUE  4/  Lorsque  par  un  moyen  quelconque  on 
21  déterminé  j  pour  l'équation  (27),  une  valeur  appro- 
chée en  plus  ou  en  moins  de^la  racine  réelle  a,  on  peut 
dans  un  grand  nombre  de  cas  obtenir  de  la  même  ra- 
cine une  valeur  approchée  en  sens  contraire ,  et  fixer 
deux  limites,  l'une  plus  grande  que  les  racines  réelles 
inférieures  à  a ,  l'autre  plus  petite  que  les  racines  réelles 
supérieures,  en  s'appuyant  sur  la  proposition  que  je  vais 
énoncer. 

Représentons  à  V ordinaire  par 

Fli^c);  F,{x),    F^{x),    &c.... 

les  coejfficiens  des  //',  >/,  3',  ...  puissances  de  z 
dans  le  développement  de  F{x-\-z);  par  a,  b,  c,  .... 
les  diverses  racines  de  l'équation  (27) ,  et  par  k  un 
nombre  supérieur  à  leurs  modules.  Supposons  en  outre 
que ,  la  quemtité  |  étant  une  valeur  approchée  de  la 
racine  réelh  a,  la  différence  Àr-rj^-,  et  la  quantité  a 
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déterminée  par  téçuation 

(îj;  *  — —  F,lh  » 

soient  assez  petites  [abstraction  faite  des  si^eslpouf 
que  dans  le  polynôme 

la  valeur  numérique  du  premier  terme  surpasse  Ut 
somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  autres. 
Enfin  désignons  par  G  un  nombre  inférieur  à  F  excès 
de  la  première  valeur  numérique  sur  la  somme  dont 
il  s'agit.  On  sera  certain ,  /'/  que  la  racine  réelle  « 
se  trouve  seule  comprise  entre  les  limites 

2/  que  la  différence  a — b  ou  b^a  entre  la  racine  0 
et  une  nouvelle  racine  réelle  b  ne  peut  surpasser 

G* 

(57)  (.>i)^-*   .' 

Pour  démontrer  la  proposition  précédente ,  nous  ob- 
serverons d'abord  que  dans  i'hypothèse  admise ,  le  poly- 
nôme (56)  étant  de  même  signe  que  son  premier  terme, 
on  pourra  en  dire  autant  â  fortiori  des  deux  polynômes 

qu'on  obtient  en  développant  les  fractions 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  oL ,  et  ayant  égard 
à  l'équation  (  J  j  ).  Par  suite ,  les  premiers  termes  des 
lieux  polynômes  étant  de  signes  contraires ,  îi  en  sera  de 


V 

\ 
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même  des  deux  fractions^  et  de  leurs  numérateurs 

F(e-2fll),      F(|-h20t,). 

II  y  aura  donc  au  moins  une  racine  réelle  de  Téquation 
{27)  entre  les  limites 

J  — 2ûL,       J-4-2ÛL. 

J'ajoute  qu'il  n'y  en  aura  qu'une  ;  et  en  effet ,  il  est  facile 
de  voir  que ,  si  plusieurs  racines  réelles  étaient  renfer- 
mées entre  ces  limites,  en  désignant  par  a  et  b  deux 
semblables  racines  prises  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  on 
trouverait  pour  les  valeurs  des  expressions 

F,  (a)  ;=  (a  —  b)(a  —  c)  .  .  .  , 

F.(i)  =  (6— c)(6— a)  .... 

deux  quantités  de  signes  contraires.  Par  conséquent  l'é* 
quation 

(î9)  F.  (x)  =  0 

aurait  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b ,  laquelle 
serait  de  la  forme 

la  quantité  z  étant  renfermée  entre  les  limites  —  2cL, 
-+•2 et.  Or,  c'est  ce  qu'on  ne  peut  admettre.  Car,  si 
Ion  remplace  dans  ta  formule  (51)2  par  y-f-3 ,  et  que 
1  on  développe  le  premier  membre  de  cette  formule  ainsi 
modifiée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y ,  on  en 
tireia 

F(ji-4-5)H-yF,  (xH-z)-4-&c , 

puis.,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coeffiçiens  de  b 
première  puissant  de  y  ^ 
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(60)  \  '•.('-*-«)  = 

/  F,  (jp)  -4-  a ji  F^  (jp)  ^-  3^8*  F3  (x)  H-  4*'  F4(d:)  -4- &c.,.. 

Par  suite,  le  développement  de 

(61)  F.($  +  *) 
deviendra 

(62)  F.(D+2«F.(^3z»F,(D+4«'F,($)H-&c..,  j 

et,  comme  dans  le  polynôme  (5  6)  ia  valeur  numérique  du 
premier  terme  surpasse  la  somme  des  valeurs  numériques 
de  tous  les  autres ,  il  en  sera  de  même  à  fortiori  du  po- 
lynôme (62),  tant  que  ia  valeur  numérique  de  z  sera 
supposée  inférieure  à  celle  de  201.  II  en  résulte  que, 
dans  cette  hypothèse ,  l'expression  {61)  ne  saurait  s'é- 
vanouir. Donc  l'équation  (59)  n'a  pas  de  racines  réelles 
comprises  entre  les  limites  Ç  —  2ot,  f-+-2oL;  et  l'équa- 
tion (27)  n'en  a  qu'une  entre  ces  limites.  La  racine  dont 
il  s'agit  est  nécessairement  celle  qui  s'approche  le  plus 
de  la  quantité  Ç,  et  que  nous  avons  désignée  par  a. 
D'autre  part,  comme  la  fraction 

équivalente  au  second  des  deux  polynômes  (  J  8  ) ,  est 
de  même  signe  que  le  premier  terme  de  ce  polynôme , 
savoir. 


f 

on  doit  en  conclure  que 

F{^\    et     F(e-4-20L) 

sont  deux  quantités  de  signes  contraires  ,  et  que  la  racine 
a  se  trouve  resserrée  entre  les  deux  limites 
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Quant  à  Ja  seconde  partie  de  la  proposition  ci-dessus 
énoncée,  elle  est  une  conséquence  immédiate  du  scho- 
lie  2'.* ,  puisque  la  quantité  G  restera  évidemment  infé- 
rieure [abstraction  faite  du  signe]  au  polynôme  (62), 
c est-à-dire,  au  développement  de  F,.{^^z) ,  tant  que 
la  valeur  numérique  de  z  ne  surpassera  pas  celle  de  icL, 
et  par  conséquent  inférieure  à  la  quantité  F,  (a)  qu'on 
déduit  de  f*,  ($-+-z),  en  posant 

z  =  a  —  |. 

II  suit  d'ailleurs  de  cette  seconde  partie  que  les  racines 
réelles  plus  grandes  que  a  sont  toutes  supérieures  à  la 
limite 


,1R— 2 


et  les  racines  réelles  plus  petites  que  a  inférieures  à  l^ 

limite 

G 


m  — a 


3.*  Problème.  Trouver  les  valeurs  aussi  appro- 
chées que  Von  voudra  des  racines  réelles  de  l'éqmttion 

Solution.  On  commencera  par  déterminer,  à  faide 
du  problème  précédent,  deux  limites,  lune  en  plus  et 
l'autre  en  moins,  de  chaque  racine  réelle  et  positive.  Sup- 
posons en  particulier  que  la  racine  a  soit  de  cette  espèce, 
et  désignons  par  x^y  X  les  deux  limites  inférieure  et 
supérieure  à  cette  racine.  Si  Ton  forme  deux  sommes  dif- 
férentes ,  la  première  avec  les  termes  positifs  du  polynôme 
F{x)y  la  seconde  avec  les  termes  négatifs  pris  en  signe 
contraire ,  celle  qui  sera  la  plus  petite  pour  x=zx^  de- 
viendra la  plus  grande  pour  x=zX.  Représenta  cette 
somme  par  <p(x)  et  l'autre  par  ;^  (a?).  Les  deux  fonctions 
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entières  ^(x),  x(^)  jouiront  des  propriétés  énoncées 
dans  les  2*  et  3/  théorèmes  ;  et  par  suite,  si  la  fonction 
p(x)  est  telle  qu'on  puisse  Êicilement  résoudre  les  équa« 
lions  de  la  forme 

^  (s)  =  constante , 

lés  formules  (7)  et  (16)  fourniront  immédiatement  des 
Valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  a.  C'est 
ce  qui  arrivera,  par  exemple,  toutes  les  fois  que  la  fonc- 
tion p(x)  se  présentera  sotis  la  forme 

B,  C,  D  étant  trois  nombres  entiers  quelconques ,  et 
n  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  à  m;  puisqu alors  on 
obtiendra  les  termes  successiifis  des  séries  (6)  et  (1 5)  par 
,des  extractions  de  racines  du  degré  n.  Si  la  fonction  ^{x) 
11  est  pas  de  la  forme  que  nous  venons  d'indiquer,  on 
pourra  facilement  ïy  ramener,  en  ajoutant  aux  deux 
membres  de  Téquation 

un  polynôme  entier  4(^)  ^^^^  tous  les  termes,  soient  po- 
sitifs. En  effet,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  ^(x)  et  de 
x{^)f  modifiées  par  laddition  dun  semblable  polynôme, 
conserveront  toujours  les  mêmes  propriétés.  On  peut,  au 
reste,  attribuer  au  polynôme  4(^)  ^^^  infinité  de  valeurs 
différentes.  Supposons,  par  exemple, 

^  (^)  =z  x^  -I-  3  a?*  -4-  8. 

La  valeur  de  p(x),  modifiée  par  l'addition  du  polynôme 
|(x),  deviendra 

(^-h  1  )^  -h7f 
$i  l'on  suppose 

4(a?)  ==  3x; 
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ou  bien 

si  fon  suppose 

&c. .  . .  H  est  bon  de  remarquer  à  ce  sujet,  i.*  quon 
peut  toujours  choisir  la  fonction  entière  4(^)  ^^  manière 
à  obtenir  i'unitë  pour  le  nombre  B ,  2.*  que  dans  beau- 
coup de  cas,  lun  des  nombres  C,  D  se  trouvera  réduit 
à  zéro« 

Après  avoir  déterminé  par  h  méthode  précédente  les 
iacines  réelles  et  positives  de  l'équation  (27),  il  sui&ra 
évidemment  pour  obtenir  ses  racines  natives  de  chercher 
par  la  même  méthode  les  racines  positives  de  f  équation 

(65)  F(-a;)  =  o. 

SCHOLIE,  Outre  la  méthode  d'approximation  que 
nous  venons  d'indiquer ,  il  en  existe  plusieurs  autres  , 
parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  celle  de  Newton.  Elle 
suppose  que  Ton  connaît  déjà  ime  valeur  approchée  |  de 
ia  racine  que  l'on  cherche ,  et  consiste  à  prendre  pour 
correction  de  cette  valeur  la  quantité  cL  déterminée  par 
l'équation 

Toutefois ,  cette  dernière  méthode  n'étant  pas  toujours 
applicable ,  il  importe  d'examiner  dans  quels  cas  on  peut 
l'employer.  Nous  allons  établir  à  ce  sujet  les  propositionj 
suivantes. 

4.*  Théorème.  Supposons  que,  a  désignant  Vuhc 
quelconque  des  racines  réelles  positives  ou  n^atives 
de  r équation  (^7J ,   et  Ç  une  valeur  approchée  de 
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cette  racine,  on  détermine  a  par  le  moyen  de  F  équation, 
(àâj.  Si  et  est  assez  petit  [abstraction  faite  du  signe] 
'  pour  que  dans  le  polynôme  (56)  la  valeur  numérique, 
du  premier  terme  surpasse  la  somme  des  valeurs  numé-. 
riques  de  tous  les  autres  ,  alors  des  deux  quantités 

la  seconde  sera  plus  approchée  de  a  que  la  première» 

DÉMONSTRATION.  Nous  avons  déjà  vu  [2/probL, 
scholie  4]  qu6>  ^^ns  rhjrpothèse  admise,  la  racine  a  se 
trouve  seule  renfermée  entre  les  limites 

Cela  posé,  si  Ion  prend 

(66)  a  =  ^  -+-  z  , 

z  sera  une  quantité  comprise  entre  les  limites  o,  2cL,  et 
propre  à  vérifier  1  équation 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante, 

(67)  F(DH-sF.(?)-h,2^F,(e)-h&c...  =  o. 
Si  maintenant  on  fait  pour  plus  de  commodité 

et  que  Ton  ait  égard  à  la  formule  (j5),  I  équation  (67) 
deviendra 

(69)  z  =  et  -h  yz*. 
On  aura  par  suite 

(70)  a=:|-hjs  =  |-hct4-ys*; 

doii  il  résulte  quen  prenant  ^-i-ct  au  lieu  de  Ç  pour 
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valeur  approchée  de  a,  on  commettra  une  erreur  égale 
non  plus  à  la  valeur  numérique  Ae  z,  mais  à  celle  de 
fz^i  D'ailleurs  y  le  polynôme  (56)  étant  de  même  signe 
que  son  premier  terme  F,  (^)  ^  ies  deux  polynômes 

t 

fouiront  évidemment  de  la  mém^  propriété  ;  ce  qui  ^ûge 
que  la  valeur  numérique  de  2.<Lq,  et  à  fortiori  celle  de 
qZf  restent  inférieures  à  7.  On  en  conclura  immédiate* 
ment  que  la  valeur  numérique  de  qz^  est  inférieure  à 
celle  de  \z.  Ainsi  des  deux  erreurs  que  l'on  commet  en 
prenant 

Ç     et     fH-ct 

pour  valeurs  approchées  de  a ,  la  seconde  est  plus  petite 
que  la  moitié  de  la  première. 

SCHOLiE  ty  G>mme  on  tire  de  Téquation  {6f)) 


l'^qz     ' 


et  que  la  valeur  numérique  de  ^2  est  inférieure  à  ^ ,  on 
est  assuré  que  la  valeur  de  z  restera  toujours  comprise 

entre  les  limites 

2 
—  et ,    2  et. 

3 
SCHOLIE  2/  En  résolvant  féquation  (69)  comme  si 
la  valeur  de  q  était  connue ,  on  trouve 

'  2   '  "  ■  — , 

zq  I  q:>/i— ^.^  • 

Le  radical  1/1—40^  est  ici  affecté  d'un  double  signe. 
Mais ,  puisque  la  valeur  de  z  doit  rester  plus  petite  que 
celle  de  za^  il  est  clair  qu'on  devra  préférer  le  signe 
inférieur.  On  aura  donc 

TOM.  I,  lî 
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(7^) 


Ztl 


Ceia  posé|  si  Ion  nomme  q^y  Q,  deux  Ijmites  dont  Tune 
soit  inférieure  et  l'autre  supérieure  à  ia  quantité  q  déter- 
minée par  la  formule  (68)^  on  conclura  de  1  équation 
(72),  que  ia  valeur  exacte  de  z  est  comprise  entre  lès 
detix  expressions 

Par  conséquent  cette  valeur  renfermera  tous  les  chiffre* 
décimaux  communs  aux  deux  expressions  réduites,  en 
nonibres. 

Se  H  QUE  3'  Supposons  que  des  deux  quantités  y^,  Q 
la  seconde  ait  la  plus  grande  valeur  numérique ,  et  que 
cette  valeur  numérique  soit  inférieure  à  Tunité.  Alors ,  si 
la  différence  a — -f  =  5  est  [ abstraction  faite  du.  signe] 
plus  petite"  qu  une  unité  décimale  de  l'ordre  w,  ce^t^-à-dire, 
si  l'on  a  ^ 

(74)  ^^^«  num,   z  <  (  — ~)    , 
la  différence 

sera  plus  petite  [abstraction  faite  du  signe]  qu'une  unité 
décimale  de  l'ordre  2.  n  ;  en  sorte  qu'on  trouvera 

(75)  val  num.   qz'   <  \~)  ". 

I 

Ainsi,  en  prenant  ^-hcL  au  lieu  de  f  pour  valeur  appro-  ) 
chée  de  la  racine  a ,  on  doublera  le  nombre  des  décimales 
exactes. 

Si  i  on  supposait  la  valeur  numérique  de  Q  inférieure 
non<»seuleinent  à  l'unité^  mais  encore  à  o  yi^  on  cotichi- 
rait  de  la  formule  (74)  '  '  j 


^ 
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val,  num.  qz^  <  ( 1 

Pius  généralement^  si  ion  suppo$e  cette  valeur  numé- 
rique inférieure  à  (— )  ,  f  désignant  un  nombre  entier 
quelconque ,  ia  formule  (74)  entraînera  la  suivante , 

(j6)  val.  num.  q%^  <  {— — j 

Enfin,  si  la  valeur  de  Q  est  supérieure  à  L'unité ^  mais 
inférieure  à  (loy,  on  trouvera 

SCHOUE  ^/  L'erreur  que  fon  conunet  en  prenant 
f-HL  pour  valeur  approchée  de  it^  ou  la  valeur  numé- 
rique du  produit  yz*  peut  elle-même  se  calculer  par 
approximatipn.  En  effet,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (tJp')^ 
on  trouvera 

Or ,  supposons  la  valeur  numérique  de  2^ ,  par  consé- 
quent celle  de  z  ^  inférieure  à  (— )  ,  et  la  valeur  nu- 
mérique de  0^  par  conséquent  celle  de  y,  inférieure! 
(i  o)'"^  ;  n  et  r  désignant  deux  nombres  entiers.  On  aura 
évidemment 

)  > 

et 

val.  num.     q^   Z^     <  (— —  ) 

De  pWs ,  si  ja  valeiur  numérique  de  la  fraction 


(78)  '       ^3(^)H-sy4(^)H 

li' 
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est  reconnue  ii]ferieiire  à  (10)=^',  s  désignant  encore 
un  nombre  entier,  on  pourra  pi'endre 


«,-  -^Ji) 


pour  valeur  approchée  du  terme  qcL* ,  sans  craindre  une 
erreur  plus  considérable  que 

3«±/ 


{-iry 


Par  suite,  si  Ion  choisît  f -f-cl  —  cL*       ' ^|;    ,  au  lieu 

de  ^-+-cl ,  pour  valeur  approchée  de  la.  racine  a,  c'est- 
à-dire,  si  Ton  pose 

(79)  «=:|  +  et_ct*^^. 

Terreur,  commise  sur  la  racine  n'affectera  plus  que  les 
umt&  décimales  de  l'ordre  marqué  par  le  plus  grand  des 
trois  nombres 

^nzizs,    3wdz2r,     ^n±^r. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  numérique  de  Q  est 
inférieure   à  (— )    ,    et    celle  de   la  fraction   (78)    à 

( — j   ,  la  nouvelle  erreur  devient  plus  petite  que 


i-i^r- 


Il  suffit  donc  alors  de  substituer  le  second  membre  de 
l'équation  (79)  à  la  quantité  f  pour  tripler  le  nombre 
des  chiffres  décimaux  exacts  dans  la  valeur  approchée  de 
a.  C'est  ce  qui  arrive  encore,  à  très-peu  près,  quand  le 
nombre  n  devient  très -considérable.  Ces  résultats  sont 
conformes  à  ceux  que  M.  Nicholson  a  obtenus  dans  un 
ouvrage  récemment  publié  à  Londres,  et  qui  a  pour  titre  : 
Essay  on  involution  and  évolution ,  &'c» 
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5/ Théorème.  Leê  mêmes  choses  étant  posées  que 
dans  le  théorème  précédent,  concevons  que  le  premier 
terme  du  polynôme  (36) ,  c'est-à-dire,  du  polynôme 
qui  représente  le  développement  de  f,  (|-Haa),  ait 
une  valeur  numérique  supérieure  non-seulement  à  la 
somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  autres 
termes ,  mais  encore  au  double  de  cette  somme.  Alors, 
si  l'on  désigne  par  Ç,  une  quantité  comprise  entre  lès 
limites 

la  seconde  des  deux  quantités 


e.,  e. 


^(1.) 


sera  plus  approchée  de  a  que  la  première. 

DÉMONSTRATION.  Pour  établir  la  proposition  qu'on 
vient  dénoncer,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  valeur  nu- 
mérique de  la  différence 

est  supérieure  à  celle  de 

€>u,  ce  qui  revient  au  même,  que  ia  fraction 


a  une  valeur  numérique  infiHieiu*e  à  1  unitjé.  Représentons 
par  —  cette  même  fractioil.  H  suffira  de  prouve;*  que 

V  —  u     et     V  •+-  u , 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,, 
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MM  dâi»  c^ressiiiiis  de  mém.6  s^ne.  Or ,  si  t'on  fait 

(80  ûd=z^-f.i     et     |,=f  +  e, 

z  6t  f  seront  deux  quantités  de  même  signe  comprises 
entieies  limites  o  ^  2A;  et  les  expressions  (80),  après 
le  développement  des  fonctions 

F(f.-i-z),  F(|,-hO>  /^,(l-^-0, 

deviendront  respectivement 

iF.(|)-H(fH-;8)F,(|)^-(f'H-ff^-hz')r3(^)H-&c , 

FAI)  -  (f-»-^-40i^,U)  -  (^*-h^;iH-;.*-^é^^)  F.il)  -  &c.... 

Comme ,  dans  chacun  de  ces  derniers  poiynomes ,  le 
eoefficient  de  f'ni^)  a  une  valeur  numérique  évidem- 
ihetà.  hiférfetare  à  celle  de  i  une  des  quantités 

et  par  conséquent  au  double  de  k  valeur  numérique  du 
produit 

(\  n—  j 
2CL)  ^ 

il  est  claiï  qu ils  seront  l'un  et  lautré  de  même  signe  que 
F,  (1),  si  la  condition  énoncée  dans  le  5/  théorème  se 
trouve  remplie.  Donc ,  &c. . . . 

SCHOLIE  if^  Les  erreurs  commises  lorsqu'on  prend 
successivement 

pou^  iirttfiirS  appftichées  de  la  rtcme  à,  ionf  respectire» 
inent  ^ales  aux  valeurs  numériques  des  deux  quantités 

«  — Ç.     et     a_f,  4--y-^|^.. 
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On  trouvera  d  ailleurs ,  en  ayant  ^rd  aux  formules  (8 1  ), 

(82)  a  —  ^,=z  —  e,     ' 

et' 

puis,  en  développant  les  fonctions  . 
(83)  .      «-1,-4-  ^(^-^   - 


^.  (?.) 


Cela  posé,  concevons  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  G 
et  de  z  comprises  entre  o  et  2  oL ,  la  valeur  numérique 
du  polynôme 

(84)  F,  (l)  -t-  (*ct-iO  f  3®  -^-  (•''-4-2^ »■+-??  *)  F+  (D  -4-  8(c. . . . 
reste  inférieure  à  la  limite  M,  et  celle  du  polynôme 

(85)        /^.(D-h^fi^,  (!)-+- 3^*  ^3  (D-H&c... 

supérieure  à  la  limite  N.  Si  l'on  a 

(86)  val,  num,  (z  —  f)  <  (— — ) 

et 

(87)  -^<(.of', 

w  et  r  désignant  deux  nombres  entiers  quelconqnes ,  on 
conclura  de  Téquation  (83), 

(88)  val.  num.  («-?.  -h  ^)  <  (:;V)"'*'- 
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ii  est  essentiel  de  remarquer  que  y  pour  obtenir  dès 
valeurs  convenables  de  M  et  de  N ,  il  suffit^  i  .^  de  r»n- 
piacer  dans  le  polynôme  (84)  js  et  f  par  2€t^  puis  de 
calculer  la .  ^omme  des  valeurs  numériques  de  tous  les 
termes^  2.**  de  remplacer  dans  le  polynôme  (85)  C  par 
aol  y  et  de  chercher  ensuite  la  différence  entre  la  valeur 
numà*ique  du  premier  terme  y  et  la  somme  des  valeurs 
numériques  de  tous  les  autres, 

SCHOLIE  2'  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans 
ie  5/  théorème^  si  Ion  fait  successivement 

{es  quantités  f  „  Ç*  >  Çj ,  ^c..,  seront  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  la  racine  a.  Si  bailleurs  on  attri- 
bue aux  nombres  M  et  N  les  mêmes  valeurs  que  dans^ 
le  scholie  i",  alors,  en  supposant 


val.  num. 

(«- 

-?)<u-;' 

«m  en  conclura 

val.  num. 

(a^ 

-^)<(-^)'"^'» 

val.  num. 

(a- 

-?o<(;o^"*^ 

val.  num. 

(«- 

-?.)<(-i^)^""'> 

&c, .  . , , 

Ces  dernières  formules  renferment  la  proposition  énon^ 
cée  par  M.  Fourier  dans  le  Bulletin  de  la  Société  phi^ 
lomatîque  (  livraison  de  mai   1818),  relativement  au 
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nombre  de  décimales  exactes  que  fournit  à  chaque  ope- 
ration  nouveHe  la  méthode  de  Newton, 

Toutes  les  fois  que  la  fraction  -r^  est  inférieure  à 

lunité ,  on  peut  prendre  r  =  o ,  et  par  suite  les  diffé- 
rences successives  entre  la  racine  a  et  ses  valeurs  apr 
prochées 

Kf    Kl.»   Kz }    Ç}  f    cxc. . . . 
sont  respectivement  plus  petites  que  les  nombres 

(^)".(^r.(-^r.(-;vn«-- 

Donc  alors  le  nombre  des  décimales  exactes  se  trouve' 
doublé  pour  le  moins  à  chaque  opération  nouveHe. 

Les  recUerches  précédaites  fournissent  plusieurs  mé- 
thodes de  résolution  pour  les  équations  numériques.  Afin 
de  faire,  mieux  sentir  les  avantages  que  présentent  ces 
méthodes,  je  vais  les  appliquer  aux  deux  équations 

(90)  x^  —  ix  —  5=0 
et 

(91)  x^  —  7a?-+-7=ro 

que  Lagrange  a  choisies  pour  exemples  [  Résolution  des 
équations  numériques ,  chap.  IV  ] ,  et  dont  la  première 
a  été  plus  anciennement  traitée  par  Newton. 

Si  nous  considérons  d'abord  Téquation  (90),  nous 
trouverons  [  3  .*  théorème ,  scholie  2  ]  qu  elle  a  une  seule 
racine  positive  comprise  entre  les  deux  limites 

y  2.2  =  2     et     y/2.5  =  2,1  j  ..♦ . 

De  plus^  la  valeur  positive  de  x  propre  à  vérifier  l'équa- 
tion 

zx  --H  j  =  x^ 
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SfttHféra  [  I  .*'  problème ,  scholie  4  ]  à  la  condition 

jou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante , 

T 

X  >  (4o)  5  =  a,o9 .... 

La  racine  dont  il  s'agit  sera  donc  renfermée  entre  les 
nombres  2,09  et  2,1  5  ...  ;  en  sorte  que  sa  valeur  ap- 
prochée, à  moins  dun  dixième  près  sera  2,1.  Pour  ob- 
tenir une  valeur  plus  exacte ,  nous  observerons  qu^on  a 
dans  le  cas  présent 

m 

et  que,  si  Ton  prend 

1  =  ^,1, 

la  condition  énoncée  dans  le  J\..^  théorème  sera  reniplie. 
Cela  posé,  comme  on  tirera  de  1  équation  (55) 

ct=-^~^ y  =  —  0,005451878...  , 

on  trouvera  pour  les  nouvelles  valeurs  approchées  de  l'in- 
connue X 

I  -4-  oL  =  2,op4s68i2i ...  , 
et 

ïlnfin,  Comme,  la  valeur  exacte  de  x  étant  présentée  sous 
la  forme  xzzz^^z,  z  sera  une  quantité  comprise  entre  les 
limites  o ,  2  ot ,  et  que  par  suite  on  aura  évidemment 

^1^flr  =  .!-^>?V.    ,Z.  >^^'     =  ' <    0,0    <     I   ^ 


^>  (g)     _  '  <    O,  1 


r 


( 
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€»«/.  nutn.  z  =  val,  num,  (et  -+-  9 s*) 
<  val,  num,  cL  -+-  (20L)*  val,  num,  q  <  0,01  , 

on  en  conclura   [4**  théorème,  schpiies  3  et  4]  qw*^» 
prenant 

X  =  2,094568  I 

on  commet  une  erreur  plus  petite  que  0,0001  ,  et  en 
prenant 

X  =  2,0945515 

une  erreur  plus  petite  que   0,00000 1^ 

Au  lieu  d  employer  les  formulés  générâtes,  on  pour- 
rait effectuer  le  calcul  de  la  manière  suivante.  Après 
dvoir  trouvé  2 ,  i  pour  la  valeur  approchée  de  a?  ,  on 
fera  dans  Téquation  (90) 

et  Ion  en  tirera,  en  divisant  tous  les  termes  par  le  coef- 
ficient de  2  ^ 

0,005431879...  -+-  1-+- 0,560997328  ...2* 


(92)  . 

«+•  o,o89o47i9J..«*^  ==  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(93)  5  =  —  0,005431878  ...  H-  qz^ , 
la  valeur  rfe  q  étant  déterminée  par  la  formule 

(94)  y=:  —  0,560997528  ...  -^—  0,089047195  —^«^ 

Le  double  du  premier  terme  de  Téquation  (92)  est  à 
très-peu  près  0,01  ;  et,  comme  le  premier  membre  de 
cette  équation  fournit  deux  résultats  de  signes  contraires^ 

lorsqu'on  y  fait  successivement 

;ç=0,     5=3=  —  q>oi^ 
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on  peut  afErmer  cpi  elle  a  une  racine  réelle  comprise  entre 
les  limites  o  et  —  0,0 1 .  Pour  démontrer  que  cette  ra- 
cine est  unique  y  il  suffit  d'observer  qu'en  vertu  de  ia  for- 
mule (60)  l'équation 

F.  (2,1  -4-:^)  =  o 
se  réduit  à 

iH-2xo,56o997328... 2-1-3x0,089047 195  ..•z*=o, 

et  que  cette  dernière  ne  saurait  être  vérifiée  par  aucune 
valeur  de  z  renfermée  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  De 
plus,  il  est  claii^que,  pour  une  semblable  valeur  de  z, 
la  quantité  q  déterminée  par  la  formule  (94)  reste  com- 
prise entre  — o,j6o  et  —  o^jdj  ;  et,  comme  on  tire 
de  l'équation  (93) 

A  J5= — 0,00545  «  878  .. — 0,000029505 ..( — q) 
I  — 0,000000320. .•( —  qY  —  &c. .  .  .  , 

on  en  conclura ,  i  .**  en  supposant    —  y  =  o,  5  60 

z  =  —  0,00  5  448  5  o  • . . .  , 
2^*  en  supposant  —  jr  z=  o,  5  ^  i 

2  =  ' — 0,00544853 

Par  suite ,  la  valeur  réelle  et  positive  de  x  propre  à  vé- 
rifier l'équation  (90)  sera  comprise  entre  les  limites 

2,1  —  0,00544850  =  2,09455 1 50 
et 

2,1  — 0,00544854  =  2,09455 146. 

C^tte  équation  a  donc  une  racine  positive  unique  à  très^ 
peu  près  égale  à 

2,0945515. 
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II  est  d  ailleurs  facile  de  s'assurer  qu'elle  n'a  point  de  ra- 
cines négatives.  Car,  si  elle  en  avait  une  seule ^  on  pour- 
l'ait  satisÊiire  par  une  valeur  positive  de  x  à  la  formule 

{^6)  x^  —  2j;-f-5   :=:o; 

et  cette  valeur  de  x,  [voyiez  le  scholie  5  du  i  /'  problème] 
serait  en  même  temps  inférieure  à  la  racine  positive  de 
lequation 


x^  — 

-    2X              G  , 

c'est-à-dire ,  à 

/!  = 

=  1,4^4  ••• , 

et  supérieure  à 

la 

racine 

de  l'équation 

S  — ■ 

2X           0 , 

c'est-à-dire ,  à 

2 

=  2,5; 

ce  qui  est  absurde. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (  9 1  )  >  6t  cherchons 
en  premier  lieu  ses,  racines  positives.  Pour  avoir  une  limite 
supérieure  aux  racines  de  cette  espèce ,  il  suffira  d'obser- 
ver que^  l'équation  dont  il  s'agit  pouvant  se  mettre  sous 
la  forme 

a?^  -f-  7  =  7  X  , 

on  en  tire  [  i.*"  problème,  scholie  4]>  ®n  supposant  x 
positif, 

Z  V  7*^  <  j  X  , 
et  par  suite  * 

4 
On  peut  donc  prendre  —  pour  une  valeur  approchée  de 


1 
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la  plus  grande  i^cine  positive.  Cela  posé  y  si  Ton  Eût  datuf 
Téquation  (91) 


X  =  -^  -h  z , 


on  trouvera 

(97)  o,6î-4-2-h2,4o.5*-h-|^;s'==o 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

(98)  Zz=: o,05-+-^J2*, 

la  valeur  de  q  étant  déterminée  par  la  formule 

(99)  9  =  —  2,40 -^Z. 


7 


Le  double  du  premier  terme  de  f  équation  (97)  est  o,  i  ; 
et ,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  change 
de  signe  lorSquon  passe  de  z==o  à  ;2  =  —  0,1  ,  tandifl 
que  le. polynôme 

I  -f-  2.  X  2,4o  j5  -4-  ^  X  —  z* 

reste  constamment  positif  dans  cet  intervalle  y  il  en  résulte 
C[u  elle  a  ime  racine  réelle ,  mais  une  seufc_,  comprise 
entre  les  limites  o  et  —  0,1.  La  valeur  cori^espondante 
lie  iq  est  mdemment  renfermée  entre  les  deux  quantités 

—  2,354...,      —  2,4o; 
et  Ton  tire  d  ailleurs  de  l'équation  (p8) 

o,  I 


I  -H|/(  1  -h  0,2.^) 

(100)^       _.  —  0,05— 0,002  5( — q) — 0,0002  5( — y)* 

—  0,00003125  ( — qy  — &c 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  successivement 
y  =  r-2,jî4,      y  =  — 2,4o, 
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on  trouvera  pour  ies  valeurs  correspondantes  de  z 

Z'=: ©,05788...,       5== 0,05810...; 

et  Ion  en  conclura  que  la  plus  grande  racine  positive  de 
I  équation  proposée  est  renfennëe  enti'e  les  limites 

~ G,  05788.  .-=1,  65  211     ..., 

et 

-^ o,  o  5  8 1  o  .  .  .  =  1 ,  69 1  89  .  .  .  . 

Donc,  si  Ton  appelle  a  cette  plus  grande  racine,  sa  valeur 
approchée  à  onze  cent-miHièmes  près  sera  donnée  par 
la  formule 

« 

(101)  a  =   I,  6920. 

En  partant  de  cette  première  valeur  approchée,  on  pourra 
par  une  seule  opération  en  obtenir  une  seconde  dans  la- 
quelle l'erreur  ne  portera  ])Uis  qiie  sur  les  décimales  du 
douzième  ordre. 

Outre  la  racine  a  que  nous  venons  de  considérer,  le- 
quation  (91)  admet  évidemment  une  racine  négative 
égale  [au  signe  près]  à  la  racine  positive  unique  de  Yé^ 
quation 

(102)  œ^  —  yx  —  7  =  0, 

et  par  conséquent  renfermée  [3.*  théorème ,  scholie  2. 1 
entre  les  limites 

— ,"/»4  =  —  3,74.16...    et  — v^i4  =  —  2,4i... 

Nommons  c  la  racine  négative  dont  il  s  agit.  La  troisième 
racine  b  de  i  équation  (9 1  )  sera  évidemment  réelle -et  po- 
sitive, puisque  le  produit  abc  des  trois  racines  doit  être 
équivalent  au  dernier  terme  pris  en  signe  contraire ,  c'est- 
à-dire,  à  — ;jr.  Déterminons  à  présent  cette  troisième  ra- 
cine. Pour  y  pn'venir ,  on  cherchera  d'abord  un  nonïbi* 


\ 


512  NOTE  m. 

G  égal  ou  inférieur  à  la  valeur  numérique  de  F,  (n  )  * 
Or ,  puisqu'on  a  dans  le  cas  présent 

on  en  conclura 

On  pourra  donc  prendre 

G=  3(1,69189)*  — 7=:  1,5874 

D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a  encore 

a<  1,6922,     — c  <  3,74i7> 
et  par  suite 

a  —  c  <  s>4339- 

Cela  posé>  on  trouvera  [2/  problème,  schoiie  2} 

,             G  I,  S874 

a  —  6  > >  — H-^  ==  o,  29212  ..,  : 

et  l'on  aura  en  conséquence 

b<   1,69211  ...  — 0,29214...    <   ï,4<5» 

Après  avoir  reconnu,  comme  on  vient  de  le  faire,  que 
ia  racine  b  est  inférieure  à  la  limite  i,4o>  on  supposera 

X  =:    i,4o  -4-  z. 
L  équation  (9 1  )  donnera  dans  cette  hypothèse 

(103)         0,0  J -+-2—  3^75  •2'— -if^^  =  ^' 
ou  )  ce  <}ui  revient  au  même , 

(98)  Z  = 0,0J-f-^2*, 

ia  valeur  de  q  étant  déterminée  par  ia  formule 


0 
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(io4)  ?  =  3,75  -H-7f>- 

Le  double  du  premier  terme  de  Fëquation  (103)  est 
Oy  I  ;  et,  comme  le  premier  membre.de  cette  équation 
change  de  signe  lorsqu'on  passe  de  z=0  à  ss^^-r-o^i  , 
tandis  que  le  polynôme 

I  —  2X3,7S.z  — 3  x-^z* 

reste  constamment  positif  dans  FintervaUe,  il  en  résulte 
4}u  elie  a  une  seule  racine  réelle  comprise  entre  les  limites 
o ,  —  0,1.  La  valeur  correspondante  de  q  est  évidem* 
ment  renfermée  entre  ies  deux  quantités 

3,66      et      3,7j. 

En  substituant  successivement  ces  deux  quantités  à  la 
place  de  k  lettre  q  dans  1  équation  (100)  ,  on  obtiendra 
deux  nouvelles  limites  de  l'inconnue  js^  savoir. 


0,1 


— -==r  =  0,04317    ..- 

et 


o,   T 


0, 0430J  . . .  ; 


i-i-V^i,7;o 

puis  Ton  en  conclura  que  la  racine  positive  h  est  com* 
prise  entre 

i,4o  — 0,04317  .  * .  =  1*35^8^  ••  • 
et 

i,4o  —  0,04305  ...  =z=  1,35^94 

On  obtiendra  donc  la  valeur  approchée  de  cette  racine  à 
un  dix-milUème  près ,  si  Ion  prend 

(105)  h  =   1,5569. 

Quant  à  la  racine  négative  c  de  l'équation  (91),  nous 
savons  déjà  qu  elle  est  comprise  entre  les  limites 

TOM.  1.  Kk 
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—  3,74»^..  •      et     —  2,4i. .. 

On  at^  dpnc  sâ  valeur  apfprochée  à  une  unité  près  ^  ai 
on  la  appose  égak  a  -*«3*  Cela  posé,  disons  dans  ïé* 
quaticm  (91) 

«  =  —  3.+  s« 
On  trouvera 

(106)  0,05 -i-«  — 0,45  •«*+-o>oj.x' =;:o; 
eu^  ce  qui  reviwt  au  même, 

(98)  S  =  — 0,05-4-^«», 

ia  valeur  de  ^  étant  déterminée  par  la  formule 

(107)  y  =  0,45  — 0,05.5. 

De  plus ,  on  reconnaîtra  facilement  i  .^  que  FéquaticMi 
(  1 06)  a  une  racine  rédie ,  mais  une  seule  »  comprise 
entre  les  limites  o,  «—0,1  ;  2.*  que  la  valeur  correspon- 
dante de  q  est  renfermée  entre  les  dexix  nombres 

3  .•  que  ces  deux  nombres  substitue's  à  la  place  de  la  lettre  y_ 
dans  l'équation  (100)  fournissent  deux  nouvdies  valeun 
approchées  de  z^  savoir, 


o.  t 


-^7=?-  =:  —  O,o48o22  . . . 

Y  1,09  ^ 

et 

Par  suite ,  la  valeur  approchée  de  c  à  un  cent-milliènit 
près  sera 

(ïo8)  c  = —  3*04892. 

Au  reste  j  on  aurait  pu  déduire  iiûmédiatement  la  valeur 


\ 
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dpproehée  de  c  des  formules  (ici)  et  (lOj).  En  effet, 
puisque  dans  I  équation  (p  i  )  le  coefficient  de  x^  se  réduil 
à  zéro,  on  en  conclut 

c  =  —  a  —  b  ; 
et  par  conséquent ,  à  très-peu  près , 

c=  — (1,^920+ i,5j69)  =  —  3,o48p. 

Pour  terminer  cette  note ,  nous  présenterons  ici  deuK 
théorèmes  dont  le  second  comprend  la  régie  énoncée  par 
Descartes  relativement  à  la  détermination  du  nombre  des 
racines  positives  ou  négatives  qui  appartiennent  à  une 
équation  de  degré  quelconque.  Dans  ce  dessein ,  nous 

allons  d'abord  examiner  le  nombre  des  variations  et  des 

> 

permanences  de  signes  que  peut  offrir  une  suite  de  qtian- 
tités  f  iorsqu  on  suppose  les  difTérens  termes  de  cette  suite 
comparés  fun  à  l'autre ,  dans  Tordre  où  ils  se  succèdent. 
Soit 

(109)  «o»    ^t>    ^zf    •••   ^m-^t  9   ^«f 

k  suite  que  fon  considère,  composée  de  m^- 1  termes. 
Si  aucun  de  ces  termes  ne  se  réduit  à  zéro,  {e  nombre  des 
variations  de  signe  qu'on  obtiendra  en  les  CNnparant  deux 
à  deux,  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent ,  sera  complète* 
ment  déterminé.  Maiss  si  quelques  termes  se  réduisent  à 
zéro,  comme  on  pourra,  dans  cette  hypothèse,  fixer  ar- 
bitrairement le  signe  de  chacun  d'entre  eux ,  le  nombre 
des  variations  de  signe  dépendra  de  cette  fixation  même , 
de  manière  cependant  à  ne  pouvoir  s'abaisser  au-dessous 
d'un  certain  minimum ,  ni  s'élever  au-dessus  dVu  certain 
maximum.  Une  semblable  remarque  peut  être  faite  sur  le 
nombre  des  permanences  de  signe.  Ajoutons  que,  pour 
obtenir  k  nombre  maxinmm  àt^  variations  de  signé  >  il 
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suffit  de  considérer  chaque  terme  qui  s'évanouit  comm^ 
affecté  d'un  .signe  contraire  à  celui  du  terme  précédent. 
Concevons  y  par  exemple  y  que  la  suite  (  1 09)  se  compose 
des  quatre  termes 

Le  premier  de  ces  termes  étant  positif,  on  obtiendra  le 
nombre  maximum  des  variations  de  signe,  en  considérant 
le  second  terme  comme .  négatif,  et  ie  troisième  comme 
positif,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  en  écrivant 

-+-I,     — o,-+-o,     —  I. 

Par  suite,  dans  ce  cas  particulier,  le  nombre  maximum 
dont  il  s'agit  sera  égal  à  5 .  On  aurait  obtenu  au  contraire 
le  nombre  minimum  des  variations  de  signe ,  égal  à  i'unité, 
en  affectant  chaque  terme  nul  d'un  signe  semblable  à  celui 
'  du  terme  précédent,  c'est-à-dire,  en  écrivant 

-+- î ,      -t-o,      -HO,      — I. 

* 

Ces  principes  étant  admis^  on  établira  sans  difficulté  les 
propositions  suivantes. 

6.*  Théorème.  Supposons  que,  la  constante  h  étant 
réelle  et  positive ,  on  multiplie  le  polynôme 

par  le  facteur  linéaire  x  -h  A  .  Cette  multiplication 
n'augmentera  pas  le  nombre  maximum  des  variations 
de  signe  entre  les  coejfficiens  successifs  des  puissances 


^  descendantes  de  la  variable  x. 


DÉMONSTRATION.  En  multipliant  le  polynôme (i  i  o) 
par  j?-hA,  on  obtient  un  nouveau  polynôme  dans  lequel 
les  puissances  descendantes  de  la  variable  ont  pour  coef- 
ficiens  respectifs  les  quantités 
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n  ^ffira  donc  de  prouver  que  le  nombre  dos  r.Yarîakioni^ 
de  signe  ne  croit  pas  dans  le.  passage  de  ia  suite  (109.)  k 
la  suite  (  1 1 1  )  1  lorsqu'on  a  poitë  ce  nombre.  auitnascimuiK 
dans  iune  et  jlautre  suite ^  ;en  affectant  chaqae^térme  qui 
s'évanouit  dun  signe  contraire^à'odiui  du  terme  précédent. 
Or,  je  dis  en  premier  lie\i\que,  Jes  signes  ét^nt  fixés 
d'après  cette  règle,  chaque^  terme  de  la  suite  (i  1 1),.  re- 
présenté  par  «n  iMnome  de  la  forme  , 

a    -H.  A  a     , 

prendra  le  même  signe  que  lun  des  termes  a^,  a^^  de  la 
suite  (  1 09).  Cette  assertion  est  également  évidente,  dans' 
les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter,  savoir,  i.* lorsque 
les  deux  termes  a^^^,  a^  sont  originairement,  ou  en  viertu 
de  la  règ^e  adoptée ,  aiTectés  de  sijg^nes  contraires ,  par 
exemple,  lorsque  a^  s'évanouit;  2. ••lorsque,  «^  ayant 
une  valeur  différente  de  zéro,  a  est  affecté  du  même 
signe  que  a^.  En  conséquence,  si  Toa  attribue  aux  quan* 
tités 

(112)  ka^y  ha^,   ha^,    ...   ha^^^ ,    ha^ 

les  mêmes  signes  qu'aux  termes  correspondans.de  ia  suite 
(  1 09) ,  oh  pourra ,  sans  altérer  en  aucune  manière  la  suc- 
cession des  signes  dans,  la  suite  (  1 1 1  ) ,  y  iremplaççr  chaque 
binôme  de  U  forme 

«»  •+-  *«»-. 
par  lun  des  deux  monômes  «^,  ha^^^.  En  opérant  arnsi,' 
on.  obtiendra  une  nouvelle  suite  dans  laquelle  chaque 
terme  de  la  forme  a  se  trouvera  suivi  d'un  autre  terme 
égal,  soit  au  monôme  «„'^,,  soit  au  monôme  ha^  qui  est 
la  seconde  partie  du  bînotne  d^^^  -+-  ha^,  tandis  que^ 
chaque  terme  de  la  forme  ka^  se  trouvera^suivx  du  monôme 
ha^^^f  ou  du  monôme  a^^^  quiest  la  première  partie 
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du  hinoinc*«^^^-f-Atf^^^.  Gela  posé,  concevons  que  cbns 
h  nouvelle  suite  on  distingue ,  i  ."^  chaque  terme  de  h 
jkrme^  a^  auquel  succède  un .  autre  terme  de  la  fonne 
ta^y  2/  chaque  terme  de  ia  forme  ha^  auquel  succède 
un  autre  terme  de  la  fotme  a^^^  ;  et  soient  respectivenkeni 

Uj  f     ha^  f     €ty  y     ha^  y     &c.  •  •  • 

les  dîfférens  termes  de  Tune  e^  Tautre  espèce  rangés  d'après 
f ordre  de  grandeur  dès  indices  qui  affectent  la  lettre  a-. 
La  nouvelle  suite ,  composée  des  monômes 

g        \    ^o>    ^i>  —  ^s>    f^^si    ^^/-M>  •••  ^^«f    ^«+a*  ...«,, 
(113)/ 

1  ha^y  ha^j^.y  ...  ha^y  ^w^%y  «r4.î>  &c—  ^««i 

ne  pr^ntera  évidemment .  que  des  variations  de  s^e 
propres  à.Ia^uxte(i  op)avec  celles  qui  peuvent  naître  dans 
le  passage  de  Aa«  9i  a«4.i^  d^  f^^w  à  ^ir^iy  &c«,.  D'aiHeum 
il  est  aisé  de  voir  que ,  si  les  deux  quantitéa 

ha^     et     «„+, , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 


^u.      et      Ù^^^ 


sont  affectées  de  signes  contraires,  la  variation  de  signe 
correspondante  ne  fera  que  remplacer  une  autre  variation 
de  signe  propre  à  la  suite  (109),  savoir,  celle  qui  avait 
lieu  entre  le  terme  a^^^  et  Tun  des  deux  termes  «^ ,  a^^^. 
Une  remarque  toute  semblable  s'applique  au  cas  où  les 
monômes  ha^^  a^^^  sont  affectés  de  signes  contraires; 
&c....  On  peut  donc  conclure  que  le  nombre  maximum 
des  variations  de  signe  n'augmente  pas,  lorsqu'on  pfisse  de 
la  suite  (  109)  à  la  suite  (113),  et  par  conséquent  à  la 
suite  (i  I  0'  ^^  ^^  fallait  démontrer. 

Corollaire.  Si  Ion  multiplie  le  polynôme  (110) 
par  plusieurs  (acteui^  linéaires  de  la  forme 
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•  -1 


X      r     .   --^ 


hf  h%  h", désignant  dés  quantités  posilivj^S|  on 

n'augmentera  pas  le  nombre  maximum  des  variatioo^  de 
signe  entre  les  coefficiens  successifs  des  puissaiicès.  désçeh* 
dantes  de  la  variable  x,'^ 


7.*  Théorème.  Soient,  pour  le  polynôme 

f  • 

m'  le  n&mbre  minimum  des  permanence^  de  signe,  et 
m"  le  nombre  minimum  des  variations  de  signe  entre 
tes  coefficiens  successifs  des  puissances  descendantes 
de  M.  Alors  dans  Féquativn 


'\ 


(ii4)  F{x)^  ç  1 

1»  npmbne  des  racines  négatives  sert$  égfdûu  inférieur 
à  mf  p  le  nombre  des  racines  positives  égal  ou  inféf 
rieur  à  m*',  et  le  nombre  des  racines  imaginaires  égal 
ou  supérieur  à  la  différence 

m  — —  (iw  -|— fit"). 

DEMONSTRATION.  Pour  établir  la  première  partie 
du  théorème,  j'observe  que,  si  ion  appelé  h,  h',  h",  ... 
ies  racines  négatives  de  l'équation  (ii4)^  le  polynôme 
F{x)  sera  divisible  par  le  produit 

(a?  H- A)  (a?-l- A')  («-+- A")  .... 

Nommons  Q  lé  quotient.  D'après  le  corollaire  du  théo^- 
rème  précédent,  le  nombre  maximum  des  variations 
de  signe  dans  le  pol}mome  F(^x)  sera  égal  ou  inférieur 
au  nombre  maximum  de  ces  variations  dans  le  polynôme 
Q,  et  par  conséquent  au  degré  de  ce  dernier  polynôme. 
Par  suite,  le  nombre  minimum  des  permanences  de  signe 
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dans  le  polynôme  F(x^  sera  égaj  ôu  supérieru*  à  la  difie* 
rence  entre  le  nombre  m  et. le  degré  du  polynôme  Q, 
cesl-a-dire;  au  nombre 'des  racines  réefles  et  négatives 
dé  réquation 

(ii4)  f(x)  =,o. 

Pour  démontrer  la  seconde  partije  du  7.*  théorème,  il 
suffira  de  remarquer  qu'en  écrivant  —  a?  au  lieu  de  x 
d^ns.  iléqi|ation;(-(  i4)>  oii  change  à-k-fois  les  racines  po« 
sitives  en  négatives ,  les  variations  de  sime  en  peryna* 
iiences,  et  réciproquement. 

Enfin,  comme  cette  éqxu^tion,  étant  du  d^é  m^  doit 
avoir  m  racines  réelles  ou  imaginaires,  il  est  claii:.  que 
la  troisième  partie  du  théorème  est  une  conséquence  im* 
médiate  des  deux  autres. 

Corollaire.  Pour  montrer  une  appf  icftàon  du  théo* 
rème  précédent,  considéfx>ns  en  particulier  ieqûatîôii 

(115)  a:'*  +   I   =  0. 

On  trouvera,  i."*  en  supposant  m  pair, 

m'  =  0,     m"  ==  o, 
!.•  en  supposant  m  impair, 

m'  ==   I  ,     m"  =  o. 

Par  suite  lequation  (i  1 5)  na  point  de  racines  réelles 
dans  la  première  hypothèse ,  et  ne  peut  en  avoir  qu  une 
dans  la  seconde,  savoir,  une  racine  réelle  négative. 


621 

Il   [■■•     I  ■        ■■  m  .ni  I   1|  !■   il    .ti'i   ■!■    i    !'■■   Ml    >■■ 


t* 


'      -•■»      .••»      Il 


NOTE  lY.  .    .  , 


«  .       > 


Sur  le  Développement  de  la  Fonction  alternée 
(y— d?)  X  (z^x)  («—y)  X  ,  « .  ♦  X  (v — jp)  («— y)  (« — ^») (»Hr^< 


,.        '' 


BssiGNaNS  par  f  la  fonçtipQ  ^(^leiX  il  sWU^AÎKiAf 
quon  la  déjà  remarqué  [  chap.,in|  J»,  3tL.  ^P?3HÇv?p^^ 
de  soii  développement  sera  équivalèàt  (abstxaçtilo9,&i|i^ 
du  signe)  au  produit  des  diverses  variables  rangées  dans 
un  certain  ordre  ^  et  respectivement  élevées  ïiux  puissances 
marquées  par  les  nombres  '   '  •     ,  .'.vi,;;^ 


O,    I,     2,    3, «-1. 

f  ■  f 

De  plus ,  il  est  aisé  de  voir  que  tôiis*  lès  produits  de  cette 
espèce  peuvent  se  déduire  les  uns  des  autres  à  laide^tf itei 
ou  de  plusieurs  échanges  opérés*  entre  les  variable»- pr&es- 
deux  à  deux.  Ainsi  ^  par  exempté  ;' on ^^éduiFaie|>iKikIoît 

X  y:  z    u      V 

w  •  ' 

m  f     ' 

d'un  quelconque  des  produits.de  même  forkne.^  en/faisant 
passer  successivement  par  de  semblables  échanges  la  lettre 
j?  à  la  première  place ^  puis  la  lettre  y  à  la  seconde»  puis 
la  lettre  js  à  la  troisième  y  &c.  • .  •  Comme  dailleura  la 
fonction  ^  change  de  signe  (en  conservant  au  signe  près 
la  même  valeur),  toutes  les  ibis  quon  échaiDge  deux  ^ 
riables  entre  elles ,  on  devra  conclure  i  .*  que  le  déve- 
loppement de  cette  fonction  renferme  tous  les  produits 
ci-dessus  mentionnés,  pris  les  uns  avec  le  signe  -K-i  les 
autres  avec  le  signe.  — j  2.®  que,  dans  le  mêmedévelop» 
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pement,  cleax  produits,  choim  au  hasard j  sont  afiectes 
du  même  signe ,  ou  de  signes  contraires ,  suivant  qu  on 
peut  les  déduire  l'un  de  l'antre  par  un  nombre  pair  ou 
par  un  nombre  impair  d'échanges.  En  partant  de  ces 
remarqués ,  on  établira  sans'  difficulté  la  proposition  sui* 
vanbe«  •   .   .  / 

1.*'  Théorème.  Joignez  au  produit 

a?    y    z     . . . .  tt      V 

'     '  '       "  •  .     '  '  •     .* 

foui  cétiso  que  ton  peut  eh  déduire  à  Taide  d^un  ofâ 

d^e  plusieurs  échangées  successivement  opérés  çntre  les 

^nriahM 

Xj  y,z,  • . .  •  u,  V 


1     »■#■     ■ 


prises  deux  à  deux.  Le  nombre  des  produits  qué  vous 
obtiendrez  sera 

1 .2.3  •  • .« .  (»—  1  ).»; 

0t  ils  se  partageront  en  deux  clauses  distinctes ,  de 
.  telle  :  manière  qu'on  ne  pourra  jamais  déduire  l'un 
de  Vautre  deux  produits  d'une  même  classe  que  par 
un  nombre  pair  d'échanges ,  ni  deux  produits  de 
classe  différente  que  par  un  nombre  impair  d'échanges. 
Cela  posé ,  si  Von  ajoute  tous  les  produits  d'une  classe 
pris  avec  le  signe  •+-  aux  produits  de  l'autre  classe 
pris  avec  le  signe  — ,  on  trouvera  pour  somme ,  sut" 
vant  qu'on  donnera  le  signe  •+-  aux  produits  d'une 
classe  ou  à  ceux  de  Vautre ,  soit  le  développement  de 
•+-^^  soit  le  développement  de  — ç. 

H  suffit  évidemment  d'avoir  égard  à  la  proposition 
précédente  pour  construire  le  développement  de  la  fonc- 
tion alternée  rfc  ^.  Toutefois  on  doit  remarquer  encore 
un  autre  théorème  ^  à  l'aide  duquel  on  peut  décider  im- 


■■•1 


>  t* 
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m  deux  produitB^  pris  an.  hiflard  dans  le 
développement  dont  il  sag^t^  s  y  trouvent  affectés  dtt 
même  signe  ou  de  signet  contraires.  Nous  nous  conten- 
terons d*énoncer  ici  ce  second  théorème  ,  sans  en  donner 
i/  démonstration  quon  déduira  sans  peine  des  principes 
que  nous  avons  exposés. 

2/  Théorème.  Pour  décider  ^i ,  dans  le  dévelopr 
ventent  de  la  fonction  aliemée  ziz0  deux  produits 

de  ta  jorme 

■  I       _  •_     "^        . .   *  . . 

X    y    z     .\  4  u       V 

sont  affectés  du  même  signe ,  ou  de  signes  contrèdreSg 
on  distribuera  les  variables  \- 

en  plusieurs  groupes,  en  ayant  soin^de  faire  entrer 
deux  variables  dans  un  même  grqupe  toutes  Içis  fois 
qu'elles  porteront  le  même  exposant  dans  '  les  deux 
produits  que  Von  considère  ,  et  formant  un  groupe 
isolé  de  chaque  variable  qui  n'aura  pas  changé  d'ex- 
posant  dans  le  passage  du  premier  produit  au.  second. 
Cela  posé ,  les  deux  produits  seront  affectés  du  même 
signe ,  si  là  différence  du  nombre  total  des  variables 
au  nombre  des  groupes  est  tut  nombre  pair  ;  et  ils 
seront  affectés  de  signes, contraires ,  si  cette  différence 
est.  un  nombre  impair. 

On  facilite  Tusage  du  théorème  qui  précède,  en  écri- 
vant les  deux  produits  lun  sur  1  autre ,  et  rangeant  dans 
chacun  d'eux  les  variables  d  après  Tordre  de  grandeur  ci^s 
exposans  qu'elles  portent. 

Pour  appliquer  à  un  exemple  les  deux  théorèmes  ci- 
dessus  énoncés ,  considérons  en  particulier  cinq  variables 

X,    y,    z,    u,    V. 
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Le  produit  de  lenn  différences,  ou^  si  im  Veat^  ia/fenc- 
tion  alternée  ;.:''• 

(y-*)  («-^)  t*^)  (i*-^)  (tt-y)  (t«^55)  («-<t)  (v-y)  («-«)  (v— 1«) 

fournira  un  développement  composé  de  cent  vingt  termes 
respectivement  égaux  à  cent  vingt  produits  dont  soixante 
seront  précédés  du  signe  -4-,  et  soixante  du  signe  — . 
L'un  dés  produits  >ffeçtés  dû  signe  +  sera  çefui  ^ui  a 
pour  Jeteurs  fes  premières  lettres  dés  Linomes 

savdor ,  

X*  y'  j5*  u^  V*. 
Pour  juger  si  un  autre  produit  tel  que 

«•  «'  v^  n}  y*, 

doit  être  pris  avec  Te  signé  -+-  ou  avec  le  signé  -s— ,  il 
suf&ra  d'observer  que,  si  fon  compare  les  deux  produits 
dont  il  est  ici  question  sous  le  rapport  des  mutations  qui 
ont  lieu  entre  les  variables  données  lorsqu'on  passe  de 
I  un  à  l'autre  ,.  on  sera  conduit  à  partager  ces  mêmes  va* 
riàbles  en  trois  groupes ,  dont  l'un  renfermera  la  seule' 
variable  x,  un  second  les  trois  variables  y,  z,  v ,  et  un 
troisième  la  seule  variable  u.  Si  du  nombre  des  variables 
égal  à  5  on  retrancbie  le  nombre  des  groupes» égal  à  .3  , 
on  aura  pour  reste  2 ,  c'est-à-dire ,  un  nombre  pair.  Par 
conséquent  les  deux  produits  devront  être  affectés  du 
même  signe;  et  puisque  le  premier  est  précédé  du  signe 
,  le  second  devra  letre  également. 


■■■■  .^.  ff2* 
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NOTE  V. 

Sur  la  Formule  de  Lagrange  relative  à  llnterpolaticn. 


«MMBlMiMaH 


Lorsqu'on  veut  déterminer  une  fonction  entière  de 
X,  du  degré  w— i ,  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs 
particulières  supposées  connues,  il  suffit  d'avoir  égard  à 
la  formule  (i)  du  chapitre  IV  [§•  !•*']•  Cftte  formule, 
donnée  pour  la  première  fois  par  Lagrange,  pourrait 
facilement  se  déduire  des  principes  exposés  dans  le  pre- 
mier paragraphe  du  troisième  chapitre.  En  effet ,  dési- 
gnons par 

(i)  '       I*  =  a-4-6j?-|-c:i;*-4-. .  .-hAa?""* 

la  fonction  cherchée,  et  par 

«*o,     w,,    u^,    .....    11^^, 

ses  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs 

de  la  variable  x.  Les  inconnues  du  problème  seront  les 
coefficiens  a,h  y  c,  .  .  .  h  des  diverses  puissances  de  x 
dans  le  polynôme  w/  et  Ton  aura,  pour  déterminer  ces 
inconnues,  ies  équations  de  condition 

u^  r=»  a  -H  A  jr^,  -H  c  jPo*   -f- -H  A  x^^"^  , 

«,  =  a  -H  &'t  -4-  ex,*  -H -H  h  x,"""'  , 

&c 

«,-,  =  «  -f-  *a:«-,  •+•  cx%.,  -♦• -K  A*«-/"'- 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  valeur  explicite <  de  la  fono- 
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%ion  u,  il  s'agira  uniquement  d  éliminer  les  coefficiens. 
a,  b,  Cp  ...  h  entre  les  formules  (i)  et  (2).  On  y  par- 
viendra en  ajoutant  réquaiioh  (  1  )  aux  équations  (  2  )  ^ 
après  avoir  multiplié  ces  dernières  par  des  quantités  choi- 
sies de  manière  à  £ure  dispàmttre  la  somme  des  seconds 
membres.  Soient 


a*-» 


les  quantités  dont  il  sagit»  On  trouvera 

Il  —  -x;  tt,  —  JT,  tt,  —  JT,  tt,  — — X-i  *ii-t 

.B=    (    I    ^o       -^l        -^X        -^«-I  )   * 

-H  («—*,  JT, —jr,  JT,  —  X,  jr, —....— »^,  jr,_,  )  * 
H-  (*"-'-*.'-'jr.-*.-'jr.-<r,"-jr,-...^^,«-'-r^.) m , 


»— I 


et  par  suite 
(3)       u-=;X^u^+X,  w,-f-JC;,«^4- • . .  +X^^^ u^^^ , 

m 

attendu  que  les  quantités 

-^O  1    -^1  9    X^ ,    X^ 

devront  être  assujetties  aux  équations  de  condition 

JTp-*-  -X",  -+-  .Y^  -H H-  Jr,.,=si, 

(4) (   x.'A;H-x,'jr. -t-x/jr,-h .... ^x„_'jr,_.=a*'. 
«M 

Si  l'on  résout  ces  nouvelles  équations  par  la  méthode  ex- 
posée dans  le  III.*  chapitre  [§.  i.*'],  on  obtiendra  les 
formides 
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en  vertu  desqueQes  f  ëc[uation  (3)5^  réduit  à  la  formule 
de  Lagrange. 

Au  reste ,  la  formule  de  Lagrange  est  comprise  dans 
une  autre  plus  générale  à  laquelle  on  se  trouve  conduit , 
lorsqu'on  cherche  à  déterminer,  d'après  un  certain  nombre 
de  valeurs  particulières  supposées  connues,  non  plus. 
une  fonction  entière,  mais  une  fonction  rationneiiè  Ab 
k  variable  x.  Concevcms,  pour  fixer  ies  idées,  que  cette 
fonction  rationnelle  doive  être  de  la  forme 

Alors  les  inconnues  du  problème  seront  les  coefiiciens 

a,  h  ,  c ,  m  •  •  h  ;  (t  y  C,  y ,  •••6, 
ou ,  pour  mieux  dire ,  les  rapports 

a  b  e  k  S  y  8 

IT'    «r>    «"!  •••  T»   T'  T>  •••ir> 

dont  le  nombre  est  n-ï-m.  H  est  aisé  d'en  conclure  que 
la  fonction  u  sera  complètement  déterminée,  si  ion  en 
connaît  ;i  -f-  m  valeurs  particulières 

(7)  ^o,     W.>     ««a>     •••     W^*„,,, 

correspondantes  à  n-4-m  valeurs 
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de  la  variable  x\  On  arrive  encore  aux  même»  conclu- 
sions^  en  faisant  voir  qu'une  seconde  fonction  rationnelle 
de  la  forme 

^   V  «'  -f-  Vx  '^'CX*  -f- . . .  -4-  A'x**' 

ne  peut  satisfaire  aux  mêmes  conditions  que  la  première, 
sans  lui  être  identiquement  égale.  Supposons ,  en  effet, 
que  les  fractions  (6)  et  (9)  deviennent  égaies  entre  elles, 
pour  les  valeurs  particulières  de  x  comprises  dans  la  série 
(8).  L'équation 

subsistant  alors  pour  n-4-m  valeurs  de  la  variable,  tandis 
que  son  dçgré  reste  inférieur  à  »-*-w,  sera  nécessaire- 
ment une  équation  identique  ;  d'où  il  suit  qu'on  aura 
identiquement 

On  ne  peut  donc  résoudre  que  dune  seule  manière  fa 
question  proposée.  On  la  résoudra  efïectivement  en  pre- 
nant pour  valeur  générale  de  u  la  fraction 

[X     X^^j)  [X     Xjfj^^).  .  »[X     Xj„^„_^) - 

«^ w , . . . w„ ? — = r"7 ^ 7 \~f"'ZIZ s 

dans  laquelle  le  dénominateur  doit  être  remplacé  par 
l'unité,  lorsqu'on  suppose  m=:o,  et  le  numérateur  par 
le  produit  w^  w ,  .  .  .  w^ ,  lorsqu'on  suppose  w  =  i .  Cela 
posé,  on  trouvera,  pour  m=o, 

(12}      u  =:  w«    "r w 1~\ — / \^  "T-  ÛCC..—  , 


pour  m  =  I , 

UJi 
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(x— or  J  (x— «3). . .  ,(jf— jc„) 


92Q 


r3)   u 


'  (•»o-J^J(*o-*}).-(*.6-*,)»0Piyj(*i-^3)"(*i--^n) 


H*-  &c. 


U 


jp<,-^r 


-H«. 


*. 


-^•&C. 


&c. 


pour  n 

(,4)  «= 


t*o  ^f  •  •.•it« 


V^'  ' 


&c Dans  chacune  des  formiUes  ^précédentesD/aoq 

complétera  sans  p^ine  |e  numérateur  qu  le  dénominateur 
de  la  fraction  qui  représente  la  valeur  de  u)  eh  a/outant 
aui  premier  terme  de  ce  nutn^l^teiit' mit  dé  cléni^ 
liettrtoiis  ceux  quen^peut  ei¥  d4ldlIireà'lyde^dW  bu^di 
^ij^uts  échanges  opères  entrô  les^indû^.'^^  ^xeiK|)ie;^ 
si  {^suppose  «n  même  temp$  m^sr:U"  et'«K:±âJ£V'94 
trouvera  pour  la  valeur  de  u  .complètement  déveiojj^Ç^e 

(l  Ç)  .'  V  ..       .     .'   - 


u 


*        •    •  •        • 


jr— jf. 


WoW* 


jr— JT, 


D  est  bon  de  remarquer  qUe  la  fotiïntié  ^12)  est  ce^fe*  de 
Lagrange^  et  que  pour  en  déduire;  fei  î formulei -(rti. )  jl 
suffît  de-  rempkcer  n  —  i  par  m ,  pilis'  de  prendre  pour 

inconnue  la  fonction  -^ ,  supposée  entière ,  au  liétt  'de  la 


fonction  u. 


;♦*..  .  :";*:iv->  .  :Lf^!ii;;*i^  n.  f*o  •■nî:..»^) 


•^v^'  ■  I  -;  :v. 


(r 


IH   .     ,    .    ^    .   i    . 


TOM.  1  ;  ' 


Li 
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NOTÉ  Vi. 

Dés  Nomhrei  Jtgures. 


On  SLjpjpelle  nombres  Jigurés  du  premier,  du  seconcly 
du  troisième  ordre.,  &c. ...  ceux,  qui  servent  de  coeÊ- 
ciens  aui  puissantes  successives  de  x  dans  les  dévelop- 
pement dés  ^cpressions 

(i-f-^)"*,    (i+^r^,    (i4-Jp)"*,  &c.... 

jCettCSid^finidon  fournit  un  moyen  Êiciie  de.  les  calculer, 
fineifejt,  .noûà  avons  prouvé,  dans  le  chapitre  VI  [f.  4], 
qu'on  ja^<  poiir  des  valeurs  réelles  quelconques  de./ity  et 
pour  tles  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  fusitë^ 

I  I  .  1  1.2.3...» 

Si  dans  Téquation  précédente  on  pose  ;^= — (j^-f-»), 
m  désignant  un  nombre  entier  quelconque-,  tm  trouvera 

(i)         (•+*)■ 

«M;^    ■      («j-OÇnH-»)  ^»  ^  (aMM)(m4-2)>  .  .(m+n)  .  ; 

Li|.l  OCC*  •  •  •  i 

Comme  on  a  d'ailleurs  évidemment 

f   V       (m-4-i)(m-4-2).  ..(m-4-n)  i  .2.3  ...m(m-|-i). .  .(m-Hi) 

^''^  i.i.3,,4n  (i.2.3.*.»i)(i.2.3.  ..o) 

_^  (n-+-i)  (n-H2). . .  (n~f-m) 
"~"  1.2.3. ..m  > 


,*.m—i 
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il  en  résulte  que  f  éqiiâtipn  (2)  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit , 

(4)  (i+x)^' = 

i.i*3..«i>t  iii.j...tii  1.2.3.. .ite 

"^         1.1.3... m  1.2.5...!»  ^        * 

Les  cbéÔîcrens  numériques  des  puissances  successives  de 
X  dans  lè  second  liieïhbrè  dé  cette  dernière  formule , 
savoir , 

/   V       l,2.3,,.»t     i.3.4..  .(jM-l)  lt{fH-0«  ••(**+«— 0    e 

^''^      1.2.3. ..»•'     i.a.3...»»  1.2.3...IB        ^ 

sont  précisément  fes  nombres  figurés  de  l'ordre  m,  La 
suite  de  ces  mêmes  nombres  ou  la  série  (5)  s  étend  à 
l'infini.  Son  n.*"'  terme,  c est-à-dire  ,.  la  fractito 

n ( n -f-  I  ) . .  .(n-t-m —  i  ) 

I  .2.3  .  .  •»* 

^st  àrWois  lë  coeïficfent  numérique  de  *"""*  éatiis  !e  tle- 
vetoppeméht  de  (iH-i)"^' ,  et  le  côeffioiciit  ée  i**  dàtis 
'   le  déveïo^pemèilt  de  (1-4-4?)**"*"'.  Oe  phrè,  si  xfehs  fa 
série  (5.)  on  bit  successivehient       . 

msj=t,  fh==±  2  ,  f*±=i3,    &c. . . .  , 

dil  ôT)â^èndra ,  i  .^  la  suite  des  nombres  naturels  ou  figurés 
du  premier  ordre 

2.^  k  Sttit0  des  ÀOBBJires  qu'on  ncHsime  tiiangûldiré»  iûu 
figurés  du, ^cQndoardre,  savoir^  /'^..i     - 

^  n(«r*-  I  )  i   ^, 

i>  3>^i   ^^^  —    '  ,,a — >«^--; 

5.*  là^^è  des  ti(«i]fcrts  (Ju-dn  àppdf!e  pifrtùhidàiix  W 
figurés  du  troisième  ordre ,  savoir , 
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4n(*H-i)(«m-2)        , 
,   10,  10,  ...  -     ^  ;;^        ^  &c...; 

OCCa    •     •     •     • 

Si  Ion  écrit  ces  différentes  suites  au-dessus  les  unes  des 
autres^  en  les  faisant  précéder  par  une  première  suite 
composée  de  termes  tous  égaux  à  lunité,  et  plaçant  en 
outre  le  premier  terme  de  chacune  d'elles  sous  le  second 
terme  de  la  suite  immédiatement  supérieure^  on  obtiendra 
ie  tableau  suivant  : 

1  ,     I  ,      1,1,1,    &c,.  .  .  , 

I  ,    ^  >    3  >    4  >    &c. . . .  , 


w 


y  f       O  ,       O^C*  •   •  ■    , 

1 ,  4  9  &c.  •  • . , 

*   ,      OtC«  •  •  •    , 

&c 


Les  nombres  renfermés  dans  la  wh-  i  '"^  colonne  verticale 
de  ce  tableau  sont  les  coefficiens  de  la  w.*"'  puissance  d  un 
binôme.  Pascal,  dan^  son  Traite  du  Triangle  arithmé- 
tique,  a  donné  le  premier  la  loi  de  formation  de  ces 
mêmes  nombres.  Newton  a  fait  voir  ensuite  comment  la 
formule  établie  d'après  cette  loi  peut  être  étendue  à  des 
puissances  fractionnaires  ou  négatives. 

Plusieurs  propriétés  remarquables  des  nombres  figurés 
se  déduisent  immédiatement  de  la  formule  (4-)  du  cha- 
pitre TV  [S-  3].  Concevons,  par  exemple,  qu après  avoir 
remplacé  dans  cette  formule  n  par  »— .  i ,  on-  y  suppose 

s  =  m  -H  I  ,     y  =z  m'  -r4-  I  , 

m,  m'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques,  on 
trouvera 
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(    \  (m-hOT^-4-i)  (gt-f-m^-H^). . .  (m-Hft^r-t-n) 

^'  ..    .    .         i.a.3...(/i— i) 

(»i-hi)(iii4-2)...(»«-H>— i)  (»H-i)(m-n). .  .(m4^--2)  w^i 

"""  r.a.  3. . .(»— i)  1 .2.3. .  .(n— 2)  i 

&C.  •  •.,..»  * •  .  .  • 

m-H  I  (»i'-4- »  )(m'-h2) . . .  (m'-Hi— 2)        (m'-f- 1 )(m'+2) . . .  (»i'-+-n—  i  ) 
I  i.2.3.,.(iir-a)  j  .2.3. .  ,(/fr--i)  ' 

puis,  en  Élisant  w'  =  o, 

.gx  (w-H2)(OT>i-3) (w>4-n) 

^   ^  1.2.3. ,.(«—0 

(»H-i )  (»H-2) . . .  (w-Hi^i )      ,      (jiH-i)(ïïH-2)'. .  .(«-f-«— 2) 

"^  1 .2.3.  .  .(>»— i)  i  .2,3.. .(«— <i) 

-4-  &C..  . 

m-H  I 

De  même,  si,  après  avoir  remplacé  dans  la  formule  (4) 
[chap.  IV,  S-  3]  w  par  »-  i ,  on  fait  en  outre 

•on  en  conclura 

.    ^  (m — wi'  )  (»i  — m'-H  I  ) . . .  (i« — vpl-^n — 2  ) 

V"/  1 .2.3. .  .(n— 1) 

(»?-+- 1  )'(m-4-2  ) . . .  (m-Hi-r  1  )  (>w-4- 1  )(wî-4-2)  . . .  (wi-Hi-r-2 )  i»'+ 1 

'  1.2.3...  (" — 0  1.2.3...  (n—i)  I 

H-  &C 

m-H I   (m'^- 1)  m' . , . . (m'— iiH-4)  _,     (j»'-4-i )  m' . . . .  (m'— «-+-3) 

'  'î'  '       _____       aaMBK^B^^^iiaiB^BavM^^^^^i^M'i»— a^'^i'  W  .—a— a—      il  il        ^_— 

"^       I  I.2.3.. .(»— 2)  1 .2.3. .  .(n^i) 

Lorsque  dans  l'équation  précédente  on  suppose  1»'  = 
ou  >w,  et  en  même  temps  w=:  ou  >m'H-2,  on 
trouyc 
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r,r.\    ri (w-^i)...(m'Hri»-ri)  m'-+.i  (in-hi)...rm-hif^2) 

i.a.3...(fi-.|)  I  i.2.3...{j»— i) 


P .  ^  I .  a .  3 . . .  (»»— 3) 

I  i.a.3...(n^-4ii'— 1)  ipa.3...(n— «'— a)    • 


Enfin,  comme  les  équations  (8)  et  (lo)  peuvent  s'écrire 
ainsi  qu  il  auit  : 

f .  .\       i.a.3>..m        a.3.4"'(>'H-î)    .  w(iH-i)...(n4^— Q 

^      ^       1.2.3. ..m  1.2.3. ..m      •"'••*•"        1.2.3..,!» 

.  n(n-+- I  )...(n-+-m) 

i.a.3...(iB-Hi)  ' 

(12)   0.=;=:— ---U — .-^ ^ ^-  >       ■ — ^-f-&c... 

^      '^  1.2. 3. ..m  1  1-2.3, ..m 

«^  (n.m')...(«-H»>m'..)  _^  (.-m-.0..:(^-n.'-0 
I  1 .2.3. . .m  1 .2.3. . .m  ' 

t1  est  clair  qu  elles  entraîneront  ies  deux  propositions  qu^ 
je  vais  énoncer. 

1.*'  Théorème  Si ,  après  avoir  formé  la  suite  des 
nombres  figurés  de  l'ordre  m,  on  ajoute  les  uns  aux 
autres  les  n  premiers  termes  de  cette  suite ,  on  ob* 
tiendra  pour  somme  le  n.*"'  nombre  figuré  de  V ordre 

2.*  Théorème.  Si  ton  désigne  par  m,  m  deux 
nombres  entiers  assujettis  à  la  condition 


m'  =     ou     >  m 


et  que  dans  le  développement  de  (i — j?)*"'-^"  on  rem^ 
place  les  puissances  successives  de  x  par  m'-h2  ternies 
.consécutifs  pris  dans  la  suite  des  nombres  figuras  de 
l'ordre  m ,  on  obtiendra  un  résultat  égal  à  zéro. 
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Corollaire  //''  Si  Ion  suppose  que  les  diffëreiis 
termes  de  la  suite 

(«3)  «o>    «i>    «a>     -«f     ^^f    &C...  . 

représentent  successivement  les  nombres  naturels,  les 
nombres  triangulaires,  et  les  nombres  pyramidaux,  on 
trouvera  dans  le  premier  cas 

(  1 4)  «    —  2«    ,  -4-  a    ,  =  o  , 


dans  le  second 

et  dans  le  troisième 

(i6)         a.~4a,_.H-<fo^,  — 4«..,-4-«^  =  o. 

•        •        »        *  •  •    •      - 

La  première  des  ég^iations  qui  précèdent  se  confond  avec 
la  formule  (5)  du  chapitre  "XIIQ-*"  ]• 

Corollaire  2J  Si  Ton  désire  généralement  par 

('3)  «o,     .«.,     «a»      «,>    &C,.., 

les  nombres  figurés  de  i  ordre  m , 

(«7)         fo*  «if  >  «,a?\    .,.   a^a?«,  ^c 

^ra  une  ^rie  récurrente  dont  i'éoheUe  de  rotation  aura 
pp^r  termes  Jies  quantités 

c'est-à-dire,  les  coefficiens  des  puissances  successives  de 
X  dans  ie  développement  de  (1  — a?}"*'.  Ainsi,  par 
exemple,  ia  série 

dans  laquelle  les  puissances  successives  de  x  ont  pour 
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côefTiciens  les  nombres  triangulaires  ^  est  récurrente ,  et 
son  échelle  de.  relation  se  compose  des  quantités 

:  Parmi  les  propriétés  principales  des  nombres  figurés, 
on  doit  remarquer  ençipre  celles  qiie  présentent  les  équa^* 
tions  (7)  et  (9) ,  lorsqu'on  leur  donne  les  formes  sui- 
vantes 

n(ii-f.i  ) (n '\' m -*- tn  ) 


(•9) 


(20) 


1 .2.3.  ..(m-Hïi'-f-i) 

fi(n-f-i).  ...(n-H»' — i)       i.a.î m 

i«2«3...in  i.2«3«..iii 

(n — i)n  . .  .(n -4- m — 2 )       2.3^4.  ^ .(  w^H- Q 
I  «2.3.  •  .m  1  •2*3  • .  .1» 

&c. 

'1.2. 3. ..m      «(n-H  i).  ..(n-4-m' — i) 

1.2  r3****^*  I.2.3**.m 

fi(fi-|-l).w.('n-hfîi— m' — 2) 


1 .2.3. ,  .(m-^—m^  —  i) 

"  H-  (xC..« 

1 .2.3 . . .m  I  1 .2.3 . * .m 

(m'4-i)...(m'— n-h4)  2.^.4...(m-hi)    ,   (tn-^\).,(m''-4H':i)  1.2.^. ..m 
1 .2.3  .».(n— «2)       1,2. 3...  m  1 .2.3...(»i— i)     1.2.3...IÎI* 

Ajoutons  que,  dans  la  suite  des  nombres  figurés  de  Tordre 

w,  le  n-i-i^^  terme  équivaut  à  la  somme  des  carrés  des 
coefficiens  que  renferme  la  n.^^  puissance  dun  binôme. 
En  effet,  si  dans  ia  formule  (2)  [chap.  IV,  §.  3]  on  sup- 
pose à*la-fois  X  =  n,  y  =:  w  ,  on  trouvera 

.     .    .  2n(2n-i— 1).  . .  .(«-4-1) 


(a.) 


I  .2.3. .  .(n— 1)« 
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NOTE  VII. 

Des  Séries  doubles. 


Soient 


(0 


«o  ,        t*i,        ^x>       &C.  , 

tt'o»       tt'i»      ^\y      &C-^ 
u\,      u\,     U\,     &C.  , 

&C 


des  quantités  quelconques  rangées  sur  des  lignes  horizon- 
taies  et  verticales,  de  telle  manière  que  chaque  série  ho- 
rizontale ou  verticaie  renferme  une  infinité  de  termes.  Le 
système  de  toutes  ces  quantités,  sera  ce  quon  peut  appeler 
une  série  double  ;  et  ces  quantités  elles-mêmes  seront  les 
difTérens  termes  de  la  série,  qui  aura  pour  terme  général 

m,  n  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques.  Cela 
posé,  concevons  que  ion  représente  par 


s  ('«) 

n 


la  somme  des  termes^de  ia  série  (i)  qui  se  trouvent  com- 
pris dans  ie  tabieau  suivant 


tto>  «*i>  «a>         .•••    w 


—i  > 


u  Q,        w,,         w^,         ...w, 


(a)     /    u\,       »".,        u" 


»— I 

»•  •    •    •       Cv  « 


•   •   «    •    * 
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ÇfiSÎ .-araire ,  des  termes  qui  portent  à-îa-'fois  un  indice 
inférieur  plus  petit  que  n ,  et  un  indice  supérieur  plus 
petit  que  m.  Si  ia  Sf^Qi^ie  jfs  t^npes  restans  pris  en  tel 
ordre  et  ente!  nombre  que  Ion  voudra  devient  infiniment 
petite  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  m  et  de  n  , 
il  est  clair  que  la  somme  sj'"^  et  toutes  celles  qu'on 
pourra  en  déduire  en  ajoutant  à  s.J'"^  quelques-uns  des 
termes  exclus  du  tableau  n.*  2,  convergeront,  pour  des 
valeurs  croissante^  d^  m  ep  de  rf ,  .vers  ijn^  limite  fixe  s. 
Dans  ce  cas,  on  dii^  j[ue  la  ^rie  (i)  est  cqj^v urgente ,  et 
qu  elle  a  pour  sommç  la  limite  s.  Dans  le  ca$  contraire , 
la  série  (1)  sera  divergente ,  et  n'aura  plus  de  somme. 

Lorsque  les  termes  exclus  du  tableau  n.**  2 ,  étant  ajou- 
ts les  u»j5  ajwc  »m.^  ea  xpmhr^  ajfcitmije ,  ne  doçuem 
janiais,  pojw  des  \é^v^^mffmm^x>l  gjcaçd^  4^  w  et  de  », 
qpme  ides  ^vame^  'mSf>m^J>l  pjptite9 ,  on  piçjat  en  dir/e  autant 
ce  fortiori  de  ceux  d'cuxtre  Us  rojêmes  termes  qui  appar- 
tiennent à  june  AU  à  plusieurs  coJoon^es  horizontsdes  ou 
verticales  du  tableau  n.*  (i).  H  siujjt  immédiateoiejit  de 
cette  remarque  que ,  si  la  série  double  comprise  dans  le 
tableau  n.**  (i)  est  convergente,  chacune  des  séries  simples 
comprises  dans  les  colonnes  horizontales  ou  verticales  du 
même  tableau  le  sera  pareillement.  Désignons,  dans  cette 
hypothèse ,  par 

le  résultat  qu'on  obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  m 
premières  3érie9  hori^ntales  c^u  tableau  n.**  (1),  c'est-à- 
dire  ,  les  ,in  premiers  termes  de  (^  série  si^mpie 

&C »  .  .  . y 

et  par 
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y  résultat  qu'on  pbt^ent  en  ajputant  les  sommes  des  n 
premières  séries  verticales ^.cest-à- dire,  le^  n  premiers 
termes  de  la  série  simple 

&c.. .  ..  ^. 

5^"^  sera  évidemnient  la  limite  de  l'expression  s^^*"^  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n ,  et  «  ia  limite  de  la  même 
expression  pour  des  valeurs  croissantes  de  m.  Par  suite, 
il  sujfii^  de  l^iire  çvf^tjre  iAdëCpiiçenl;.  m  d^s  ..s^"'^et  n 
dans  s^ ,  pour  faire  converger  s^""^  et  s  vers  la  limite  s. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante. 

1,*'  Théorème.  Supposons  que  la  Sjérie  double 
comprise  dans  le  tableau  w/  (i)  soit  convergente  ;  e( 
désignons  par  s  la  somme  de  cette  série.  Les  sé^ief 
(3)  et  (4)  seront  également  convergentes ,  et  chacune 
^'mUcs  aura  encore  pour  sommé  là  quantité  s. 

Concevons  maintenant  que  les  valeurs  nu^4riquj&$  dies 
quantités  comprises  dans  le  tableau  n,**  (  i  )  soient  respec- 
tivement désignées  par 


(5) 


e». 

t. 

£?' 

&C.  , 

?'.> 

e'- 

V- 

&c. , 

Ç"o, 

&c.. 

?"•> 

» 

i%' 

&c.  , 

Les  termes  43*  ta^eau  p.**  (j)  qui  se  tro^ivent  exclus  du 
tableau  n.*  (2) ,  étant  ajoutés  les  i^ns  aux  autres  en  tel 
nombre  que  i  on  voudra ,  fourniront  évidemment  une 
somme  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  [abstraction  faite 
du  signe]  à  la  son^n^  des  teripes  correspondans  du  tableau 
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n.*  (5).  Donc,  si,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
des  nombres  m  et  n,  cette  dernière  somme  devient  infi' 

• 

niment  petite,  il  en  sera  de  même  à  fortiori  de  la  pre- 
mière; ce  qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que,  si  la 
série  double  comprise  dans  le  tableau  n.*  (5)  est  conver- 
gente, la  série  (  \)  le  sera  pareillement.  J  ajoute  qu'on  sera 
complètement  assuré  de  la  convergence  de  la  série  double 
comprise  dans  le  tableau  n.**  (  5  ) ,  toutes  les  fois  que ,  les 
séries  horizontales  de  ce  tableau  étant  convergentes,  leurs 
sommes,  savoir,  / 

(6)     •Po-4-^,+A4-&c.,  J>o'+i*/4vP/+&c.,  i^o"-4^iVi>;'+&c., 

&c. ........; 

formeront  elles-mêmes  une  série  simple  convei^ente.  En 
effet ,  soit,  dans  cette  hypothèse ,  e  un  nombre  aussi  petit 
que  f  on  voudra.  On  pourra  choisir  m  assez  considérable 
pour  que  l'addition  des  sommes 

&c. , 

et  par  suite,  celle  des  termes  du  tableau  n.*  (5)  affectés 
d'un  indice  supérieur  au  moins  égal  à  m,  ne  produise 
jamais  un  résultat  plus  grand  que  {€.  De  plus ,  le 
nombre  m  étant  déterminé  comme  6n  vient  de  le  dire , 
on  pourra  encore,  puisque  chacune  des  séries  horizon- 
tales du  tableau  n.**  (5)  est  convergente,  choisir  n  assez 
considérable  pour  que  chacune  des  sommes 

P     -4-  P  ^    -H  P     ,   -f-  &c. , 

p'     -4-  p'  -*-   p'         -+-    &C. , 


p  ('«-0  ^  p      K-0  H-  o      <'«-'^  ^  &c. , 


NOTE  VII.  541 

soit  égaie  ou  infëri^uire  à  -^  6  ;  auquel  cas  f addilkm  des 
termes  qui^  dam^  le  tableau  (5) ,  portent  un  indice  supé- 
rieur plus  petit  que  m  ^  et  un  indice  inférieur  w,  n^oins 
égai  à  n,  ne  produira  jamais  un  résultat  pius  grand  que 
~g.  Les  deux  cQnditions  précédentes  étant  remplies.  >  il 
est  clair  que  dans  la  série  (5). les  termes  affectés  dW 
indice  supérieur  au  moins  égal  à  m,  et  d'un  indice  inf!^- 
rieur  au  moins  égai  k  n,  ne  pourront  donner  p^.  leur 
addition  mutuelle  qu'une  somme  tout  au  pius  ^ale  à  £. 
Donc  cette  somme  deviendra  infiniment  petite ,  si  ion 
attribue  aux  nombres  ^  et  n  des  valeurs  infiniment 
grandes ,  puisque  alors  ii  sera  permis  de  Eure  détroitre  S  au* 
delà  de  toute  iimite  assignable.  Donc  Thypothèse  admise 
entraine  ia  convergence  de  ia  série  (j),  et  par  suite  ceiie 
de  ia  série  (1  ).  En  combinant  ce  principe,  avec  le  preiQÎer 
théorème 9  pu  en  déduit  une, nouvelle  prppositjpii.que.fç 
vais  énoncen   ,  .     .  r   •  > 

2/  Théorème.:  Supposons  pia  ,  toutes iUs>  séries 
horizontales  du  tableau  n/(ij  étant  convergentes,  leurs 
sommes ,  savoir,  J 

&C..........  . 

J 

forment  encore  une  série  convergente ,  el  que  cette 
double  propriété  des  séries  horizontales  subsiste  dans 
le  cas  même  où  Von  remplace  chaque  terme  du  tableau 
n.*  (i)  par  sa  valeur  numérique •  On  pourra  ,(^s4or^ 
affirmer ,  /.^  que  toutes  les  séries  v^eriiçalfis  sçnt  oon^ 
vergentes ,  2J'  que  leurs  sommes,  savoir, 

(4)      itoH^tto'-H*o"H-&c. ,  u.-H«/-+-tt/'-H&c: ,  i^H-u/-Ht«/4-&c. . 

&c  .  '  •     .  " 

forment  encoi*e  une  série  convergente  ;  3,*  enfin  que  la 
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s&mmè  de  là  série  (4)  e$t  préciséMènî  égalé  à  telle  été 
la,eérié  {A). 


CoàbltâtàÈ  T.'^  Le  thëbrèffle  pf<$c6ttèrit  subsiste 
Itii%  niémé  t|tion  àiijfiposè  qtiélqùbs-uhë^  irteâ  séries  hcm- 
iontâlëi  bu  Ti^càlés  composta  <fùh  noinbre  fini  cfe 
tëiihéè.  En  effbt,  chaque  série  dé  cétùè  espèce  peut  éïre 
considérée  cbtntné  uiie  série  convergente  indéfiniment 
ÎprUiôngee  ^  iuâis  Qiàih  lâqùëlie  tous  les  termes  dcmt  le 
-nihg  iiU^àe  un  nombre  donné  à  eV&néUiissèht. 

CÙÉOLLÀÏRE  2.'  Soient 


xN      j    *•>    *'^    ®*>    ^3>    fec..i*.> 

Vo7      t^i>      t'ai      «^3.     &C 


lièO%  Selfeà  ^cbliV^iîféhtëi  t|iii  aient  fèsp^ctiVëiilènt  ^(Hà 
%0âiaied  féè  dëlit  ^àMtës  ^>  s',  ^  ém.  tfiacànë  t^b 
convergente  lors  même  qu'on  réduit  ses  diffëfwis  1^1*1)1^ 
è  iéurS'iUeufs  numériques.  Si  ioà  foriàé  fe  l&bleàù  ' 

u.v^y    u.v^y    u^v^y    u^v^y    &c., 

"««'i,    w,t;, ,    w^v, ,     &c., 

(8)       /  u^v^,    u,v^,    Sac, 

U^Vj,    &c., 
&c. , 

^ii  rêifàiinàîtrâ  ^nS  pèîne  que  les  séries  horizontales  dé 
fcè  tàmëaU  jômssent  des  propriétés  énoncées  dans  le  2/ 
"Ûiëàteihè  >  et  qUe  ïeiîrS  sommés  sont  respectivement 


(9)  ^o*/       «'i*^       ^a*>       ^yS,       &c 


Par  suite,  en  vertu  du  2.*  théorème  et  de  son  premier 
corollaire,  les  sommes  des  sériel  verticales,  savoir. 


(io)( 

formeront  liiie  nouvelle  série  convei|;ente  ;  et  la  somme  de 
cette  nouvelle  séné  sera  égale  à  celle  de  la  série  (9),  c  est- 
à-dire  >  évidemment  au  produit  ss\  On  se  trouve  ainsi 
ramené  par  là  considération  dçs  séries  doubles  au  6.*  théo- 
rème au  chapitre  VI  [J.  3]. 

CoïtOLLAiRE  ^7  §î  i  oh  àppénë  x  lé  sîhùs  d  u^  arc 

compris  entre  les  likutes -r,  -+-  y  *  ^^  ^  ^  *^^* 

gente)  oh  trouyeni*^ 

• 

Cfefo  f)os^^  puisque  eî^  vertu  de  jia  forpmie  ( 3 j))  [çhap.  IX, 
5.  2]  on  a,  pourtferf  valeui«  numériques  de  z  inférieures 
à  rdnité»    ; 

arc  tanjT.  Z  =  Z  —  —  H- -,**-- »^  ^C^  ^  ;  ." 

,  •  3  5  7 

on  en  i;oiipkma>  pour  des  valeurs  numériques  de  ps  înfé- 

rk^ié^  Il  JLi  -     -  ;  )•  .\-  .     . 

.     A-  ... 


4  -  -       4 


érc  sin.  x  =  arc  tang.  j;(l—  it*)"» 


-4-  &C. . .  , 

OU,  ce  qu)  revient  au  même. 


544  NOTE  VII. 

arc  «in.  Xzszx-^^ H^ H  H^ H  &C- 


s 


i 


3      ""  2     ;  ».4     7 

7 


&C. 

&c. 
&c. 


Comme  les  séries  horizontaies  comprise^, dans  fe  second 
membre  de  l'équation  précédente  remplissent  évidemment 
les  conditions  énoncées  dans  le  2/théorèiâiè;tant  que  h 
variable  x  conserve  une  valeur  nunusrîquff  :  inférieure  à 

—  ;  il  en  résulte  que  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi 

qu'il  suit:  "    '        ^ 


are  sni.  X  Z2 

•           •     •  s               t 
m 
■            •               •         ' 

vi.4.6 

f                      1  '  ) 

De  plus  ,*  si  dans  la  formule  (  5  )  du  chapitre  IV  [  §/  3  ] , 
on  attribue  à  y  la  valeur  négative  —  2 ,  et  à  a?  l'une  des 
valeurs  positives  3 ,  5,7,  &c. . . ,  on  en  tireia  successi- 
vement ..      . , 


(") 


3 

'2 

I 

•< 

3-5 
2.4 

-4-^,= 

7-Î-3 
2.4.6 

7. y    1    7 
2.4       2 

&c. .. 

• 
•  •  ï 

s 
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et  pstr  suite,  on  trouvera  dëfinitiveinent 

.       I    Jf '       ,      \  ,X    X^       ,      1  .t.<   X^ 

.    arc  sm.  ^7=0;  -| —  '  ■ 


a    3  1,4  5  a. 4. 6   7 

&c.. /  ^^ 

I 

II  est  facile  de  prouver,  à  laide  du  calcui  infinitesimaf^ 
que  cette  dernière  équation  subsiste  non-seulement  entre 

les  limites  x  = 7-,  J?-=  -h^-r-,  jnâîs  aussi  entre 

yz  yz 

les  limites  x  =  —  i  ,  j?  =i  •+•  i . 

Corollaire  4/  En  vertu  de  ia  formule  (20) 

[  chap.  yi ,  S-  4  ] ,  on  a ,  pour  toutes  les  valeurs  de  à? 
renfermées  entre  les  Gmites  —  1  et  -f-  '  » 

(::!^'=x-^(.-/*)-i-^(i-/*)(,-iAt)-&c.j 

ou,  ce  qui  revient  au  même , 

(i-f-ar)    — I 


ar*  or*   . 


&c.  • ...  ■■  ■  •   _. . 

"^  Comme  les  séries  horizontales  que  comprend  le  $ecdnd 
membre  de  i  équation  précédente  remplissent  les  condi- 
TOM.  1.  Mm 
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tions  énoncées  dans  k  2/  théorème,  tant  que  ia  variable 
a:-  conserve  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité ,  il 
en  résuite  que  cette  équation  peut  s  écrire  ainsi  qu'il  suit 

(«3)  C'"»-^)'*-' 

ât  jr*  Jt'  st^ 

=  7-  — Y-^y  — 7-*-  &c 


&c. • !'=-' 

Mais  on  a  déjà  trouvé  [  chapitre  VI,  J.  4  >  i  •*'  probl. , 
corollaire  2  ] 

(.4)       (.^xj-,  ^7(,+;,)+.^|;/(,_,,^)]t_^g,e., 

/  étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens.  Les 
formules  (13)  et  (  1 4  )  devant  s'accorder  entre  elles 
[voyez  le  6.*  théorème  du  chapitre  VI,  $.4]»  on  en 
conclura ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre 
les  limites  —  i  et  -(-  i  ,  ; 

/  (  I  H-x)  =  ar -1- J^  4- y  —  ^ -I- &c. , 

K^(«+^)r=T-('  -*-i)f-+-(-t-i-t-T)7  j 

&c 


/> 


àjt.m      »    - 


i 
\ 
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Dans  ^e  ^fm  précède ,  nous  n'avons  conBÎdérë  tfâuires 
séries  doubles^  convergentes  ou  divergentes,  que  celles 
dont  les  difTérens  termes  sont  des  quantités  réelles.  Mais 
ce  qui  a  été  dit  à  l'égard  de  ces  séries  peut  égalemenl: 
;s*appliquer  au  cas  où  leurs  termes  deviennent  imagi- 
naires;  pourvu  qu  alors  on  écrive  par-tout  expression  ima* 
ginaire  au  lieu  de  quantité,  et  module  «lu  lieu  de  valeur 
numérique.  Ces  modifications  étant  admises ,  les  théo- 
rèmes I  /'  et  2/  subsisteront  encore.  C'est  ce  que  Ton 
démontrera  sans  peine,  en  s'appuyant  sur  le  principe 
suivant. 

Le  module  de  la  somme  de  plusieurs  expressions 
imaginaires  est  toujours  inférieur  à  la  somme  de 
leurs  modules. 

Pour  établir  ce  même  principe ,  il  suffît  d'observer  que, 
si  l'on  fait 


•  •  • 


c  (cos.  8 -{- y  —  j  ^,  fl  )  ■+•  o'  (  COS.  .9'  -4-  y  — .1  «in.  fl'  ) 
^zz  R  (cos.  T^-^-  y  — I  sin.  T)  y 

I 

r  « 

ç,  g',  ...7?  désignantdes  quantités  positives,  on  en  conclura 

Ji*  =z:(ûcos.9-|-p'  cos.é'H— .,.)*  -J-  (ç  sni.  fl  -+-  o  sm.  fl'-+-  ...)* 

«t  par  suite 


IFWPli 


Mm* 


t 
\ 
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Sur  les  Formules  qui  servent  à  convertir  les  Sinus  ou 
Cosinus  des  Multiples  d'un  arc  en  polynômes  dont 
les  différens  termes  ont  pour  facteurs  les  puissances 
ascendantes  du  Sinu^  ou  Cosinus  de  ce  même  arc. 


Les  formules  dont  il  est  ici  question  sont  celles  que 
nous  avons  construites  en  résolvant  les  deux  premiers 
problèmes  énoncés  dans  le  5/  paragraphe  du  chap.  VII, 
et  qui  s  y  trouvent  affectées  des  numéros  (3),  (4),  (j), 
(6),  (9),  (10),  (11)  et  (12).  Elles  donnent  lieu  aux  re- 
marques suivantes. 

D abord ,  si ,  dans  le  calcul  à  laide  duquel  oh  établit 
les  formules  (j),  (4),  (5)  et  (6),  on  substitue  aux  équa- 
tions (12)  du  chapitre  VII  [2.*  paragr.  ]  les  équations 
(24)  du  chapitre  IX  [2/ paragraphe]  ,  on  reconnaîtra 
immédiatement  que  les  mêmes  formules  subsistent  dans 
le  cas  oïl  Ton  remplace  le  nombre  entier  m  par  une  quan- 
tité quelconque  fÀ> ,  tant  que  Ton  suppose  la  valeur  nu- 

mérique  de  z  inférieure  à  ---- .  Ainsi  l'on  aum ,  dans  cette 
hypothèse , 

« 

COS.  uzz=z  i  —  - — ~  sin.*  z  -4-  ^-^ — :  sin.*  z 

1.2  1 .2. 2 .4 

: ■ — ^- -sin-^z+ac., 

I .2. 3.4.5.0 


(^) 


siD.  iU;s  =cos.;3  I    M^nm.z ^^ -^ ^  sin  J  ;s 

L  i-^-S 

I  ^ sin.^jt — &c. 

\  1.2. 3. 4.;  J>    < 


et 
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COS.  us  ^±  COS.  z\    \  —  -^ ■  ■    ■  ■  ■    »in.   z      .  .  ■    \ 

(3)(  L  ,  .- • 

'•»-J'4  .  .  .  J 

,  '  -  •       »     f  *   • 

.  ■         ■  I  ■ -. 

sin.  fJt,z  ssz  y,  sm.  s ^^ ■•  •  ■   -i -^  siû."'  ;9 

(4){     .  '-"^  .   -^.••' 

1.2.3.4.5 


*■  'I 


De  plus,  en  vertu  des  principes  établis  dan^  Iç  chap.  IX 
[5.  2  ]  et  dans  la  note  précédente ,  on  pourra  développer 
non-seulement  cos.  /xjs  et  sin.  (jlz,  mais  aussi  les  seconds 
membres  des  formules  (i),  (2),  (})>  (4)?  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  fÀ.\  et,  comme  les  coefficiens 
de  ces  puissances  devront,  alors  être  les  mêmes  dans  le 
premier  et  le  second  myembre  de  chaque  formule  y  ôa  ob- 
tiendra ,  en  comparant  deux  à  deux  les  coefficiens  dont  il 
s'agit ,  une  suite  d  équations  parmi  lesquelles  oh  distin- 
guera celles  que  je  vais  écrire, 


2  «  ^       »;«!  4 


/    X     I     2..  sm.' «  2,     sin.*  a  2.4    sin.^  s  „ 

(5)  t2    == 1 . ' H— -^ ' —  rH.&C..,. 

//x  .  I    sin. 3  a  1,2    %\xi!>  z       ■    g." 

(6)  S  =/âm.  z  H 1 -, H-  &C.  . . 

V  >'  /  ^       3    ,         ^-4  .    > 

JMous  supposons  toujours  ici  la  variable  -z  comprise  entre 

les  limites 7-,  H — — ,  Mais  on  démontre  facilement 

.  '.-  '.  4  •  ■ ..    ■  4  ■ 

à  laide  du  calcul  infinitésimal  que.^  sans  avérer  les  équa- 
tions (i),  (2),  (5),  (4),  (^),  (6),  &c ,  on  peut  y 

faire  croître  b  valeur  numérique  de  z  jusqu'à  ^.  Ajou- 
tons qu'en  prenant  nn.  z^=x,  on  faitcoïncider  l'équation 
(6)  avec  la  formule  (12)  de  la  note  VII,  et- l'équation 
(5)  avec  la  suivante  ' 
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Cette  dernière  se  trouve  dans  ies  Mélanges  d'analyse 
publiés  en  1815  par  M.  de  Stainville,  répétiteur  à  i'école 
royale  polytechnique. 

'  Concevons  à  présent  que,  dans  les  formules  déjà  citées 
du  ohapifnp  VII  [J.  j  ],  on  attribue  à  la  variable  z  une 
valeur  imaginaire.  On  conclura  sans  peine  des  principes 
développés  dans  le  chapitre  IX  [J.  j]^  quelles  ne  cesse-» 
Tont  pas  diétre  exactes.  Supposons,,  par  exemple, 

l  étaiit  ht  caractéristique'  des  iogiirithines  népérien». 
Coune  «m  an»,  éam  cette  hypoAèse , 

cos.a  =  ^(e"  H- e-")==i  (ar  +  i), 


sm.  J3 


et  généralCToent  (  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque ) 

on  tirera  des  équations  (3),  (4),  (j),  (6)  [chapitre  VII, 
S*  5  ]  >  ^  •**  P^^^  ^^^  valeurs  paires  de  7»  ^ 


(7)  '^'"-^  -"» 


X 


^+  ZI  (^—  X  )    -« 1:4X8 (^  — rr 

^      (mH-4)(>w-t-2)m.m(m— 2)(m— 4)   ^  ^        »  \6  _,     0         1 
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,m 

.m 


X 


(8) 

V 

(^"+-7;L"r(^-^3r)H ..4.6  '--  C^  — ir 

2.4.6.».  iQ  ^  ^^'\  'fV'T  >e';ici-ri 

2.*  pour  des  valeurs  impaires  de  w  ^  > 


f .  ' 


(9)  *""-*- i« 


(„,-+-,)  (m  —1  )      .       ^  y 


.      (>«-f-0(»-4-i>(m-^i)(>ii.— 0    ^^         'U.^i_Xrr»       1 

Ht--"""— ^ '  .^  ■  *■ (Jî*^  ^  j:*:?^  oiG.  ►♦  f»( 

2.4.V.0  ^  j/ 

(m.4-0(»i-4^.)«(i.;:>^t)(»i^T)    /^ _ i y    .    g^^"; T 

a,4><>'8-io  ^  ■*'      '  'J* 

.".''.  :-  » 

.1 —       -  I  •"  " .  !  ■  •  •  -  i 

Les  formule*  (9)>  (io)\  (1 1),  (î2)  du  y.*  paragraphe 
[chap.  VU]  fourniraient ;^es  ^ésultaU  analogues.  ,^  . 
Revenons  maintenant  à  la  formule  (5)  du  même  para- 
graphe. En  vertu  de  cette  fbrmufe,  cos.  Va ;^' est ,  pouir  dbA 
vatei^r  paires  de  m,  une  fonction  entière  de  sio.  z,dn  degré 
m;  et,  comme  cette  fonôtion  doit  s'évanouir,  ainsi  que 
COS.  mz,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans  la 
suite 

(m — i)t  3X  X  ^         ■  y^r:  ^    (m—  1  ya: 

il  est  clair  qu  ^lle  sera  diyîsibliç  par  chacun  des  fadeurs 
binômes 
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MU.  z-4-*xn.  -^ ,   ...  sin.  z -lr  su>«  ~ —  t  «m.  x -4- «in.  —  • 

^81  a»  2m  ' 


im.  — —  ....  tiii.2  —  «m.  -^ — ,  fin.;s  —  tm. 

as»  am  zm 


et  {par  conséquent  égale  au  produit  de  tous  ces  Êicteurf 
Binômes  par  le  coef&cient  numérique  de  mb.  ^z  ,  savoir^ 


(-1)».  ^—^ ' 7 —^ ^=z=Y-l)*  2*^', 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 
(il)  COS.  wz  =  a "^'  X 


(•in.* itÎD.*  3  )(•"*•*  ?~  —*•«.* s i,.,f  fin.* ^  —  «m.*  z\ 
im                y\        %m                /     \            a«»  / 

Par  des  raisonnemens  semblables  on  tirera  des  formules 
(4),  (5)  et  (6)  [chap,  Vn,  J.  y  ],  i,"*  pour  des  valeurs 
paires  de  m^ 

(  I  2)  gin.  m  5  =  2  '"■'  sin.  z.cos.  s  X 


(.    ,  2T       .    a  \/ .    -4''r        .    ,    \      /.    ,»»— 2.T        .    z    ^. 
%mr sinrz  )(  sin.*  ^î— —  sin.* z  )...(  sm.* sm.  z  )  , 
2»»                     /V             2WI                       /         \      ;           ^w       '  / 

2.*  pour  des  valeurs  rmparres  de  m> 

(13)  co».  mj5  =  2*""  côs.js  X 

sin.         —  8in.  ,5  )(  sm. sm.  z  |,,.(  sm. sui.  -s  )  , 

2W  J\         21»  y      V  zm  ,    J 

et  jv^ 

(14)  sin.  mz  =  2*""' sin.;5  X 

sm. sm.*;s  j(  sm.*-i 9m.*;ç  ). . .(  «un. sm.  z  ) . 

21»  /\  2J»  /  \  ^  *"  / 

Si  dans  les  quatre  équations  qui  précèdent  on  réduit  Li 
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partie  cdiistante  de  chaque  Êicteur  binôme  à  luniiéy  en 
écrivant^  par  exemple^ 


sin.*  X 


«m»    — 


au  lieu  de       »in.*  — •  —  sin.*  s  , 

2m 


im 


les  Ëicteurs  numériques  des  seconds  membres  deviendront 
évidemment  égaux  à  ceux  des  termes  qui,  dans  les  for- 
mules (î),  (4)>  (5)>  (6)  du  cliap.  Vri  [§.  5  ],  sont  indé- 
pendans  de  sîn.  z  ou  renferment  sa  première  puissance , 
c  est-à-djre ,  à  I  unité  ou  au  nombre  m.  En  conséquence 
on  trouvera ,  i  .**  pour  des  valeurs  paires  de  m  ^ 

(ï  5)  COS.  mz  =  _     ...    . 


Mn.*  5    \    /  sin.*  z   \  /  «in.*  Z"      \ 

m.*  —  Il  siù.*^-:-  Il  sm.*  ^ —  I» 

am  /    \        '  2m  /         \  2  m  .   / 


sin 
sin 


(16)  sin.  mz  =r  msîn.jScos.^  X 


sin.^  z    \  /  sin.*  ;5  \           /                   sin.*  z       \ 

.    a2X   II   '  ■^47r.|::;.|  '~    .    ^(^^^jtt  ); 

sin.* /l  8m.*-î — I         l  sin.*^ ;;: — j' 

21» /\  2m/       \                 2m    y 


a.®  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

{ I  7)  COS.  m  z  =  COS.  z  X 


I 


«JD.*  z    \   /  sin.'  -^   \'   '  ■    /                  sin.*jB.     \ 

•    -   ''^    Il   '  ^77^  1  '"I  ^~    .    >(m^2)x   \ 

fin.*  —11  sm.*  ^ —  1         1             sin.*.^ — -^ —  l> 

21»  /  \  21»/          \.                       2  m      / 


1. 

(18)      :  sin.mz  =  msîn.Z  X 


•»  .^    . 


(sin.*  s    \    /  sin.*!;    \  /  sin.*  z        \ 

De  plus,  si  !  on  observe  qu  on  a  généralement 

■•    ■    ■  I  ■    . 

COS.  2  a  —  COS.  2  b 


sm 


.*  6  siu.'  a 
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on  veeotinaitra  sans  peine  que  les  équations  (  1 1  )  >  {^^)r 
(13)  et  (i4)  peuvent  être  remplacées  par  celles  qui  smi* 
vent  : 


.  m;5  s=s  2        (  G08. 2 z  —  COS.  —  1  (  co§.  2 z «^cos. 1 . .  • 


('9) 


m 
sin.  m;5  £=2 


f  C08.  2  z  —  COS.  '  j  y 

sin.2s  r  COS.22— 00s. — j(  co8.2;5-<a8.—  j... 


m-i 

COS.  mzsaz  "^  cùa 


........  f  COS.  2J5 COS.  —   1  , 

.^(  C08.2Z-COf.— )(cOS.aZ  — COS. J... 


(io) 


sin.  m  z 


(  COS.  2Z  *—  COS. j  I 

— .    /"      •  ^^\/'  4'^^ 

^2     a     Sin.Z  t  CQ8.2Zp-"eOS.  ){  COS.  2  z— COS. J..» 

\  -       m/V  m) 

co».  2  z  •—  ces. I  y 

m      J^ 

les  deux  premières  se  rapportant  au  cas  où  m  est  un 
nombre  pair ,  et  les  deux  dernières  au  cas  où  m  est  un 

nombre  impair.    ' 

Les  douze  équations  qui  précèdent  subsistent  égale- 
ment ^  quelies  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaire^ 
attribuées  à  la  variable  2.  On  peut  donc  y  remplacer  cette 

variable  par z,  par  -y/^i  l{x)  ,  &c. . . .  Dans  le 

premier  cas  ,  on  obtient  plusieurs  équations  nouvelles 
correspondantes  aux  formules  (9),  (10),  (^  0*  ('^)  ^^ 
chapitre  VII  [j.*"  paragraphe].  Dans  le  second  cas,  les 
équations  (19)  et.  (20)  donnent  respectivement,  pour  des. 
valeurs  paires  de  m^ 
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a?*-f-  Ah  =[  J:*-acos.  ^-4-  -^  jf x*— icds.  ^  •+•  -^  ),. 

(,  m— 'T.*         I   \ 

et  pour  des  valeurs  impaires  de  m , 

(.                        fît— 2.T            I    \ 
X* i  COS. 1 j-  I, 

ëe  qui  saccorde  avec  les  résultats  obtenus  dans  Te  chap.  X 

[S-  ^]- 

II  nous  reste  encore  à  indiquer  plusieurs  conséquenceij 
a^sez  reoiarquables  que  fournissent  les  équations  (i  i  )  et 
(ij),  (12)  et(i6),  (i3)et(i7),  (i4)  et(i8)/Lors. 
qu'on  développe  leurs  seconds  membres  suivant  les  puis- 
sances ascetidantes  de  sin.  z  y  les  coeffidiens  numériques 
de  ces  puissances' doivent  être  évidemment  les  mêmes 
que  dans  les  formules  (3),  (4),  (5)  et  (6)  du  cKap.  VÏI 
[  §.  5  ]•  De  cette  seule  observation  on  déduira  immédia- 
tement plusieurs  équations  nouvelles  auxquelles  satisfé* 
ront  les  sinus  des  arcs 

% 

zm  '      2m  '      zm  '      zm  '    ^*^' '  *'  '       '     '" 
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On  trouvera 9  par  exemple^  pour  des  valeurs  paires  de  m, 


bi) 


m-i             T         .    ,    3*^  »  (m— i)x 

I  es  1         «m.    ,  «m.     -^ —  , . .  sin.        '  , 

21»  2f»  21» 

» 

m  as  2        «m/  ,  ém.*  -^ —  . . .  «in.r  -^ — -  * 

ani  2W  -      ai»        ' 


m,nt  II  I 

sin.*  — .      wn.'  ■^—  ain.   ^ — 


(»4) 


2i9t   '  2m  2m 


(m-f-0(m~2)  1  1  '  >' 

^  sin.*  -r-       «m/  ^—  ara/  ^ — ^ 

am         ^      2m  2m 


el^.pour  des  vaiçurs  impaires  de  m 


M 


W-*  T  .     .    3''^  .     .    (m—2)T 

.2m  .  2m  2m 

*"-'         .   aT        .    .  4^  .1  (m— i)x 

m  =  2         «m.* •  sin.* ....  sm.' ' — -  • 

2m  2m  2m       ' 


sin.   ^^ ■— 


•'  sin.*  —        sm.*  -^  sin.* 

21»  2m  21» 

J'ajoute   que ,  si  l'on  multiplie    par    (-^)      I^s  deux 

membres  de  chacune  des  équations  (24)  011(26),  on  en 
conclura,  en  faisant  croître  m  indéfiniment,  -*• 

y  '     ..'  '  '  '  '  . 

-    /    .  \  T*  .  I  I  1 

(27)  ^=,_H       H-_-H-— -+-&C..,, 


8 

1                   I                     1                 0 

9           25           49 

6 

I            I             I              I. 

4          9          «^          25 

(28)  7~=i  -4-  -7  H l---7--f-— -f-&c..  . 

* 

En  eflet ,  considéron§ ,  pour  fixer  les  idées  ;  ia  seconde 
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dés  équations  (24)-  En  multipliant  ses  deux  membres  par 

f-j^j    ,  on  trouvera 

/^Y  /—Y  fUY  /m-i.-Try 

\mj        .     I     \m  /  i     \m  J  i  \     im     J 

Mn/ —         ^    sm.* ^   sm.'^—  ( 1)     sm.*^ — 

m  m  m  \i       y  itn 


m 


Soit  d  ailleurs  n  un  nombre  entier  inférieur  à  —  •  Dé- 


2 


signons  à    l'ordinaire   par  la  notation  M  (^a,  b)  une 
moyenne  entre  les  quantités  a  et  b.    Enfin   observons 

que  le  rapport  — : est  toujours  [  voyez  la  page  64  ] 

compris  entre  les  limites  i , ;  et  que  Ton  a  par  suite, 

pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  —  , 


-X  .  1  I 


a 


•  —rz  < a  .  J  <  -^  =  2. 

4 


sjn.  X  sin.  -  X    cos.  ^x        cos.  -  x        ^^^z  «■ 


Le  second  membre  de  I  équation  (2p)  sera  évidemment 
la  somme  des  deux  polynômes 

Y^LV  (ILY  (  ^^Y 


»in.  —  ^    sm.  sin.* 


(w-hi.y  Y  /fî-|-2.7r  Y    ' 


sm*   ■"^^•^^"^  Bill*    ^■~~"~"^^"» 

mm 


•  • 


(m— 2.t\* 
im    ) 

'I 1  1      sin.   

V  2        /  zm 
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dont  le  premier,  en  vertu  de  i'équation  (i  i)  des  préli- 
minaires, pourra  être  présenté  sous  la  forme 

tandis  que  le  second ,  composé  de —  »  — i  termes 

tous  inférieurs  à  — - ,   restera  compris  entre  les  limites 
o  et  -T-.  4^ela  posé,  I équation  (29)  deviendra 

V     "'" -^  J 

et  Ion  en  conclura  immédiatement 

(XO)    H-~-+-  — -H...-H-V  =  7-(  i-A  M-^l  »»  COS.*—) 


-^^(o.  I). 
n 


Cette  dernière  formule  subsiste,  quels  que  soient  les 
nombres  entiers  m  et  n ,  pourvu  que  ion  ait  ^m>  n.  En 
outre ,  il  est  aisé  de  voir  que ,  si  ion  prend  constamment 
pour  7  m  le  plus  petit  des  entiers  supérieurs  h.  n""  (a  dé- 
signant un  nombre  compris  entre  i  et  2  ) ,  les  rapports 

— ,  — T  convergeront  ensemble ,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n ,  vers  la  limite  zéro ,  et  le  second  membre 
de  la  formule  (30)  vers  la  îinïite  -^ .  Le  premier  membre 
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4cyant  avoir  la  même  limite  que  le  second  ^  il  en  ré- 
.  suite ,   I  .*  que  la  série 

'       4^9'       16  V n^  ^    ^^ 

sera  conyergente,  ce.  que  Ton  savait  déjà  [  voyez  fe  corol- 
laire du  3.*  théorème ,  chapitre  VI >  §.  2]  ;  2.**  que  cette 

sene  aura  pour  somme  -^  . 

L équation  (22)  étant  ainsi  démontrée,  on  en  tirera^, 
en  divisant  ses  deaK  membres  p^r  4» 

•y*  i  I  I 


24  4  16  36  ' 

"On  aura  par  suite 

^  T*  I  I  - 

6  24  9  2J        ' 

Cette  nouvelle  formule  saccorde  avec  l'équation  (27) , 
qu'on  peut  déduire  directement  de  la  première  des  équa- 
tions (24)  ou  (26). 

Avant  dé  terminer  cette  note,  nous  feronâ  remarquer 
que,  pour  établir  les  huit  formules  (j),  (4),  (5),  (6), 

(9)  >  ('^)^  (^  0  ®^  ('  ^)  ^^  chapitre  Vil  [j.  5  ],  il  suffit 
de  démontrer  les  quatre  dernières,  et  qu'on  y  ^parvient 
très-promptement  en  développant  les  équations  (10)  du 
.   •chapitre  IX  [5.  i«*^]*  savoir, 

(  \l^     i-+-zcoï»8-f-z*coB.i"9-t-z'co$.39-i-&c.  = ■ — '- —  , 

^•^     '  I— 2ZC0S.9-f.2*  jz=:— 1 

(22)  38iii.8-4-«*8in.2e-t-2^«m.îH-&c.  = ^^^ (z  =  ^.  il  * 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  (32).  On  en  ti- 
rera ,  pour  des  valeurs  numériques  de  5  inférieures  à 
Tunité , 
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I  z  sin.  9  ^ 


I+Z*  2ZC0S.  9 

I— 


z— z^-f-    z^  — dbz*"*»qz&c. 

-hcos.  0(2z* — 4z*  -+- zp  2nz*"  ±&c.  ) 

sni.9K(  \i.2  i.a  ^^       1.2 

,^/2.4.6    ^       _,    (211-2)2 n(2ii4-î)    ,-      « 
\i.2.3  1.2.3 

&c 

et  l'on  trouvera  par  suite ,  en  ^lant  entre  eux  les  coef^ 
ficiens  des  puissances  semblables  de  z^ 

(jj)  sin.  2 nfl  = 

#  \  "**■•  aP  a  (211^2)  2»  (2«4-2)  .  ni 

( —  I  )      «m.  â  I  2n  cos.fl—  ^ YT"^ •  COS.Î  9  -♦-  &c.  J  , 

(34)  8in.(2W-Hl)fl  = 

( — i)    sm.fl  I  I — -y^ — ^cos.»fl-+-&C J. 

Si  dans  ces  dernières  formules  on  remplace  fl  par  z , 
et  2n  ou  2W-+-1  par  m,  on  obtiendra  précisément  les 
'  équations  (  i  o)  et  (  1 1  )  du  chapitre  VII  [  §•  5  ].  Les  équa- 
tions (9)  et  (12)  du  même  paragraphe  se  déduiraient ^ 
par  un  calcul  semblable^  de  la  formule  (3 1). 


tim 


•    / 
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NOTE  IX. 

■  :  '     •    '  .  • 

Sur  les  Produits  composes  d^un   nombre  infini  de 

Facteurs. 


DÉSIGNONS   par 
(l)  Wo>       W,  ,       M,,     tt„,       &C..  *. 

une  suite  infinie  de  termes  positi&  ou  ;;në^tift^f<b>i|t 
chacun  soit  supérieur  à  -—  i .  Si  les  quantités 

(2)  /(i-4-Mp),  /(i-4-w,),  /(i-Hw,),  ...  /(in-u,),  &c... 

i      ■      ^ 

[/  étant  ia  caractéristique  des  iogarithinès  népériens}, 
forment  une  série  convergente  dont  la  somme  sok  ^a!e 
à  8,  le  produit 

(3)  («-^-Wo)C^-^-w.)(I-+-w.)...  (i-f-ii^J 

• 

conveifgera  évidemment ,  pour  des  valeurs  croissantes  du 
nombre  entier  n,  vers  une  limite  finie  et  difiereufe 
de  zéro,  équivalente  à  e\  Si  au  contraire  lar  série  (2) 
est  divergente ,  le  produit  (3)  cessera  de  converger  vers 
une  limite  finie  différente  de  zéro.  Dans  le  premier  cas, 
on  est  convenu  d'indiquer  la  limite  du  produit  que  Ton 
considère ,  en  écrivant  le  produit  de  ses  pk^miers  fecteurs 
suivi  d'un  &c. ,  comme  on  le  voit  id , 

(4)  (l  -HttJ(l  -HwJ(l   -HU,)   &Ç..,.. 


La  même  notation  peut  être  conservée  dans  le  cas  oii 
cette  limite  5'évanûuit. 

TOM.   1.  NU 


.502  NOTE    IX. 

I 

Pour  que  la  série  (2)  soit  convergente  ,  il  -est  «l'abord 
nécessaire  que',  le  nombre  n  venant  à  croître  indéfini- 
ment y  chacune  des  expressions 

et  par  suite  chacune  des  quantités 

u   .     u      9     u       .     &c. ... 

devienne  infiniment  petite.  Cette  condition  étant  rem- 
plie, comme  on  a  généralement 

jr*  x^         x^  ^        (jr  =  — Il 

(5)     /(,_^;r)  =  ^__-4.-.-_H.&c.    __^l, 


'«-Hi       7«Vi'(»=t^+i)  / 


^dttîllDirftnéfti^j'iWùr^ldés  Vaïetirs  de  h  très-considérables, 

i;>r.  Jii»«'l-  •      .fcas  tt.^.  -— —  • 
&c 

6„ ,  dté^j^.,  &c..  ,  .  désignant  encore  des  quantités 
infiniyaenti petites  ;  puis. ion  en  conclura,  en  représentant 
pp  WjiUiHj  npmbre  entier  quelconque,  et  par  i  ±g 
une.  moye^nne  entre  les  facleurs  1  dt  6„ ,   1  rt  g^^^ ,  &c. , 

Concevons  mjlintenartt  que  datis  la  formule  précédente  on 
fasse  croître  le  nonibre  m  àu-delà -de  toute  limite.  Selon 
que  chaque  membre  de  la  formule  convergera  ou  non 
^vers  une  limite  fixe,  la  série  (2)  sera  convergente  ou  di- 
vergente. Cela  posé,  l'inspection  seule  du  second  membre  i 
sujQSra  pour  établir  la  proposition  que  je  vais  énoncer.      j 
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1  .*'  Théorème.  Si  la  série  (\)  et  la  suivante 

(8)  uj",  w,%  w/,    ...    ?^/,  &c.... 

sont  Vune  et  Vautre  convergentes  y  la  série  (2)  le  sera 
pareillement,  et  par  suite  le  produit  {^  cqnver géra  ^ 
pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite 
Jinie  différente  de  zéro.  Mais ,  si,  la  série  (i)  étant 
convergente ,  la  série  (8)  est  divergente ,  le  second 
membre  de  la  formule  (7)  ayant  alors  pour  lirkiie 
V infini  négatif,  le  produit  (^^)  convergera  nécessaire- 
ment  vers  la  limite  zéro, 

_  Corollaire  /.""  Si  la  série  (2)  étant  convergente  a 
tous  ses  termes  positifs,  ou  si  elle  demeure  convergente 
fors  même  qu'on  réduit  ses  différens  termes  à  leurs  va- 
leurs numériques^  on  $^ra  évidemment  assuré  de  ia  con- 
vergence de  là  série  (8)  ;  et  en  conséquence  le  produit 
())  aura  p€wr  limite  une  quantité  finie  différente  de'^éfo. 
Cest  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le  produit  en  ques- 
tion se  réduit  à  lun  des  suivans  : 

(■-*-'")(■+■?■)  O+f )•■•('+ v-)."^ 

Corollaire  ^/  Comme  la  série 

est  convergente ,  tandis  que  les  carî'és  de  ses  différens 
termes,  savoir,  . 

JL  -L  —  Rr 

I   >       ^    >       -,    >       J^  f     ^^'  •  •  • 
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forment  une  scfiie  divergente,  il  résulte  du  i ."  théorème 
que  le  produit 

(•+o(.-7r)0+w)(-74)^-- 

•  a  zéro  pour  limite. 

Corollaire  3'  Le  théorème  i  .*'  subsiste  évidem- 
ment dans  le  cas  même  où  parmi  les  premiers  termes  de 
la  série  (  i  )  quelques-uns  deviendraient  inférieurs  à  —  i . 
Seulement,  lorsqu'on  admet  cette  nouvelle  hypothèse/ 
on  doit  remplacer  dans  la  série  (2)  les  logarithmes  des 
quantités  négatives  par  les  logarithmes  de  leurs  valeurs 
numériques.  Cela  posé ,  il  est  clair  que ,  pour  àe&  valeurs 
croissantes  de  n,  le  produit 

(W)(.-^)(,_ii)..,(._^) 

convergera,  quel  que  3oit  x,  vers  une  limite  finie  diffé- 
rente de  zéro. 

Corollaire  4f  Toutes  les  fois  que  la  série  (1)  est 
convergente,  le  produit  (3)  converge,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n ,  vers  une  limite  finie  qui  peut  se  réduire 
à  zéro. 

Lorsque  la  limite  du  produit  (j)  est  finie,  sans  être 
nulle  ,  on  ne  peut  pas  toujours  assigner  sa  valeur  exacte. 
Dans  le  petit  nombre  de  produits  de  cette  espèce  aux- 
quels correspond  une  limite  connue ,  on  doit  distinguer 
le  suivant 

(9)    (— ^)0-f)(— f)---0-:5-) 

dont  nous  allons  à  présent  nous  occuper. 

Quand ,  après  avoir  posé  x  =  — ,  on  fait  croître  n  * 


r.  \ 
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indéfiniment  9  le  produit  (9)  converge  vers  une  limite 
finie  représentée  par  la  notation 

('°)     0-^)  ('— ,^)  (— tÎO  &c. 

Pour  déterminer  cette  limite ,  il  suffira  de  recourir  'à  1  e- 
quation  (16)  ou  (iS)-de  la- note  précédente.  Considé- 
rons, pour  fixer  les  idées,,  f équation  (i  6).  Si  f on  Jr  écrit 

par-tout  —  au  lieu  de  z,  on  trouvera, \ pour  des  valeurs 

» 

paires  de  9?f  ^ 


f  I  I  ^  m,  z-szm  sin.  —  cos.  —  x 

^'     ^  mm 

sm.*— IV        .  sin.*-:— I  A  .tin.*. — 

w.  i  I  m  \  I  m 


«m.   — Il  sin.  — \  I  %mr- -— l 


21» 


et  par  suite  [  en  supposant  la  valeur  numérique  de  z  in- 
férieure, à  9r  ^  et  le  nombre  m  ^al  ou  supérieur  à  2  }~ 


(12)        / 


sin.  z 


z  z 

m  ftin.  — -  CO8,  — ■ 
m  m 


MU.* — I         l        «m.* — I  .  I       '     »iii*r — 

»*  \  «1       •  te 


•m.*.::-\       i      «n.*— i  j      «n.^^iîîzî^l*^ 


SoicâHt  d'ailleurs^  n  un  nombre  entier  inférieur  à  -m. 
l'Hh  et  une  quantité  moyenne  entre  lés  rapports 

gm.*  —  f  I        gm."  —  I  l        gin.*  — 

//  ^  \        •»  )  ^  \  •!  m 

.     -  ^  1  i  .    ,  a-JT!  I  .    .«TT 

-Mn.*— — 1  I        gin.   — \  f        «m.*  — 


.         .                   m   I  'V  m 

>    : 9 


'l'-^t-    'l-wl         'i-* 


*    r  > 


■V.* 
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ci   I  H-  C'  une  autre   quantité  moyenne  entre  le^  ex- 
pressions 

(  »  *     )             f  •  *  * 

I       r       sin.  f                I  «in/ 

f  '  "*      \             il  ^ 

J  Mil.    — —  f                       I  81ll,*< 

I  m       '                   f  m 


m  !  m 

•  •  • 


sm^^  -: — •'     I       >     ,     '      I     fin  *  — 
ml  I  m 


<:*♦- ifm.*  i!!±l^f'  ].^.(«^*)'^ 


m 


\ 


-> 


•    1   ^ 
«m.   — 

Ht- 


•    •!•••     •^••••^••••••a 


Bin.   

2tn 


sm.   — « 
^  1  m 


''  >m/  -. 

Le  second  membre  de  f^quation  (ii)  sera  ëvidenitnéttt 
la  somme  des  deux  polynômes 


«       I  l  '       T      ^ 

8in/ 


gin.»  '   '        »       -:-«» 


fin.  —  \         /       sm/  — 

fn    ]  (  ?     '  m 


ski.*—    1  (  siii.**:£ 


//  '^        [  /  J  TO        l  /  ) 

dont  le  premier  pourra  être  présenté  JBous  lâ  forme      ^ 
tandis  que  le  second  prendra  celle  du  produit 


«m.  *  — 
m 


œ" 
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(«4-1)*      .    ^«4-i.ar        (n+i)^      .    An-^2 


(m— 2.t\* 


^  ('+0 


■  ■ 

que  Ton  "peut  réduire'  (  en  vertu  dès  pViricipes  ^tàbfii  dans 
là  notë^^'^écÀlente')  a  "' .';•'.         '     -  '■ 


'  »■         ■(.»■• 

•  1  * 

sin.   


2  m  tn 


"  (-J-) 


i  (tri-f)  .  M  {o,  r). 


Cela  posé ,  I  équation  (12)  deviendra 


(o) 


î  •••■        ,■•■•:     .1     . 


z  z 

m  sin.  —  COS.  — 
m  ot 


[^(-|r)-H/(.^ii)-^...+  /(.--i)](.-*..c) 


sm,   — 


'"•  '     "(iTt-O-^Co,   1);. 


r    •  i    ♦ 


"'    œ' 


et  ion  en  conclura,  en  faisant,  pour  at>reger. 


•■'••  ;  . 


>  I  m     i-4-b  • 


*  •  4 


puis,  revenant  des  logarithmes  aux  nombres. 
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(-5)       (•-^)(-T^)--('~^) 


z  z  ]  e 

m»in. COS.  —  f 

^      m  m  / 


^'^^U^^J^)Mio,   ,) 


Supposons  maintenant  que^  la  valeur  de  n  étant  choisie 
arbitrairemep.t;^.on  prenne  pour  ^m  le  nombre  entier  im- 
médiatement  supérieur  à  n"  (a  désignant  un  nombre  frac- 
tionnaire ou  irrationnel  compris  entre  i  et  2  )•  lorsque 
la  valeur  de  n  deviendra  très-considérabie ,  les  quantités 

— ,  --r  7  «,  C,  y,  S"  seront  infiniment  petites^  le  produit 


z 
«tu-— 

z  2  fR  X 

m  «n.  —  cot.  —  =  I    <s  cof .  — 


difierisra  très-peu  de  z  ^  et  par  suite  ie  second  membre 
de  l'équation  (15)  s  approchera  indéfiniment  de  la  limite 


8in.  z 


Le  premier  membre  devant  converger  vers  la  même 
limite^  on  aura  nécessairement 

Cette  dernière  fonnule  se  trouve  ainsi  démontrée  dans 
le  cas  où  la  valeur  numérique  de  z  reste  inférieure  à 
9-.  Alors  les  quantités  dont  nous  avons  pris  les  logà" 
rithmes  sont  toutes  positives.  Mais  la  démonstration  don- 
née subsiste  également  pour  des  valeurs  numériques  de 
z  supérieures  à  w,  lorsque  Ton  convient  de  remplacer 
le  logarithme  de  chaque  quantité  négative  par  le  loga- 
rithme de  sa  valeur  numérique.  En  conséquence-,  féqua- 
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tion  (i6)  demeure  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
attribuée  à  la  variable  z.  On  ne  doit  pas  même  excepter 
le  cas  où  Ion  supposerait  .;. 

Z  =±1   kTT  , 

^  - 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque ,  puisque  dans 
cette  hypothèse,  les  deux  membres  de  Téquatibn  s  éva- 
nouiraient en  même  temps. 

V équation  (i6)  une  fois  établie  en  fournira  immédia- 
tement {dusieiirs  autcé^  Ainsi  >  par  efxemple,  on  en  ti- 
rera, pour  des  valeurs  réeHes  queIconc|Qes  d^s  variables 
X ,  y,  z,  V      , 

•(-t)(-t)(-.^X"-*X-^)(-7f)«-, 


•  «  «       *  I 


...  ,   . 

sin.  X 


(.8) 


Si  dans  réqttation(i7)  on  ÉBÛt  s  =:  -r  >  ^  trouvera 


et  par  suite  on  obtiendra  le  dëveioppement  de  -^  en 
fiicteurs,  dëoMiTeit  par  ie  ^écKSkhtit^  ti^0Uiê  ytky^i    ^ 

,      X  T  a       1      4      4      6      6      8      8      -  ^ 

\   )^)  a  i       3       3      5       5      7      7      î'       • 

On  trouverait  de  même ,  en  m9Wt  z  ?=  t"  > 


\- 
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,■  T  I  4*4         ^  ^        1212'i6j6^ 

^   >A...'.4     M'y*  '  3.'.;  5.    7      9     '«    «3    «5    «7 
Si  dans  f  équation  (18)  on  pose  à -là -fois 


:r= z     et     ?/=— ■ 

on  en  conclura 

(21)  COS.  s    =    '  .        *   "♦'    •       '  ^ 

On  pourrait  dédufre.directement  la.  même  formule  de 

I  équation  (  i  5  )  où  (  1 7)  [noté  précédente] ,  en  y  remplaçant 

;s  paf  - ,  puis  faisant  .c)3h.verger'' je  nombre  m  Yei^;ia  limite 

00.  Observons  enfin  qu'on  tirera  de  Téquation  (16),  en 
y  supposant  la  valeur  numérique  de  z  inférieure  à  w ,  * 

Comn>#.' on  2^;4Wiltexirs*,  dans  cette  hypothèse , 


sin.  z 
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I  1— ^-^ h  •^•-— «——  &c...  J 

1.2.3   \      4«5      4'X*^'7  / 

-T(^y(-- )'    " 


et  par  suite  [en, vertu  des  prii^çipes  établis  dans  le  clu- 
pitre  VI  et  dans  la  note  VU]    . 

% 

6   1,2      '  2    '  jo   I  ;2.3.4        3  *42  I  .a.j  .4»5i<î"  '   *  ' 

la  comparaison  des  cpef&ciens  des  puissances  semblables 
de  z  dans  les  formules  (22)  et  (24)  donnera  les  ëqua*» 
tions 

i.  »  .  1  ■           .     T          ...    I.'  .   ^-        «  ;               1  ■•       -2  ^  7' 

.  ^       .3,       .4.  .    .  ,-'     ^           *-*  .     6     '    . 

.  *^.  •  3^-    '4^  •  ^             4»     i.2.34.;.6  945 7    . 
OkC.  •••••        f 

dont  la  première  s'accorde  avec  la  formule  (i^  tfé  'la* 

VIII/  note.  Les'  feetéurS'nutiSerfques  --;  '-^  ^  7^, 
&:c. . . .  c[tii'  éhtrent' dans  les  sècori^-membres  de  ce? 
ë<[teitïolfisV  sotiti  dé  qu*oif'4ii|ië!îé  lèk  riomhre^  ''âé  Iff^r- 
noulli,  A'joidtens  qùe^  Si  fôii  désigné  par  iVw  un  nombre 
pa1ii^'é|ueIcon^e  ;  <m  aiira  gënéralehaent 


572  NOTE    IX. 

I  f  I 


Dans  ce  qui  précède ,  nous  avons  seulement  considéré 
des  produits  dont  tous  les  facteurs  étaient  des  quantités, 
réelles^  et  des  séries  dont  tous  les  termes  étaient  réels.  Mais 
on  doit  remarquer,  i  ."*  quen  vertu  des  principes  établis 
dans  le  chapitre  IX  [voyez  f  équation  (37)  du  $.  2^  et 
Téquation  (26)  du  §.  3]  la  formule  (5)  subsiste  dans  le 
cas  même  où  ia  variable  x  devient  imaginaire ,  pourvu 
que  son  module  rççte  inférieur  à  Tunité  ;  2.®  que  le 
rapport 


sin.  z  z*  z* 


— *  Sic. . .  • 


z  1.2.3'         1.2. 3.4*5 

converge  vers  Funité ,  toutes  les  fois  que  la  valeur  réelle 
ou  imaginaire  attribuée  à  la  variable  z  s'approche  indé- 
finiment de  zéro  ;  3.°  enfin  que  les  équations  (i  5),  (16), 
(17)  et  (18)  de  la  VUI.^  note  subsistent  également  pour 
des  valeurs  réelles  et  pour  des  valeurs  imaginaires  de  z. 
En  partant  de  ces  remarques ,  on  parviendra  bientôt  à 
reconnaître  comment  on  doit  modifier  les  propositions 
et  les  formules  ci-dessus  démontrées  dans  le  cas  où  les 
expressions 

^oi  ^if  ^a>  &c....   x^  y,  z, 

deviennent  imaginaires.  Ainsi ,  par  exemple ,  on  établira 
sans  peine /à  laide  des  formules  (6),  la  proposition  sui- 
vante, analogue  au  i  /'  corollaire  du  théorème  1  /' 

2/  Théorème.  Supposons  que  la  série  (1)  ,  étant 
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imaginaire ,  demeure  convergente  quand  on  réduit  ses 
différens  termes  à  leurs  modules  respectifs.  Le  pS'oduit 
(  3  )  convergera  nécessairement ,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  vers  une  limite  finie  réelle  ou  imagi- 
naire. 

De  plus  ,  on  prouvera  facilement  que  les  équations 
(i  7)  et  (2 1)  subsistent^  lorsqu'on  attribue  à  z  une  valeur 
imaginaire  quelconque  w  -4-  t>  y^^  :  d  où  il  résuite , 
I .°  qu'on  peut  exprimer  par  des  produits  composés  d'un 
nombre  infini  de  acteurs  les  expressions  imaginaires 


«'  -4-  e"» 


sin.  te  -h  ■  co».  u.yZTi  , 

cog.  tt  — sin.  ii.|/-.i , 

et  les  carrés  de  leurs  modules,  savoir^ 

f  1    Wn.*ll-*-(  -)    C08.*II=S -^008.211, 

\^      )  \      ^      ) 

f  J  cos/u-f-ï  — )  sin.  tt=  — — |-cos.2«; 

a.*  que  les  expressions 

arc  tang.   1  :—  cot  «    |  « 

arc  tang.   f         ■       ^      t*ng<  **    J  * 

sont  respectivement  ^les  aux  deux  sommes 


(30) 


V  V  ■  V 

^c  tang.  —  —  arc  Unir.     '  -h  arc  tanf .  '  ' 

—  «rc  tang.  ■  -♦-  arc  tang.         1       —  &c... , 

^v  2v  IV 

arc  tang.  '  ■         —  arc  tang.  ■  -4-  arc  tang.  — r— 

IV  2V 

—  arc  tang. h  arc  tang.  •. —  —  &c... 

"  .  37r-fi2tt  **      57— 2U 
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augmentées  ou  diminuées  diiri  multiple  de  la  circonfé- 
rence iw.  D'autre  part,  comme  les  expressions  (29)  et 
les  sommes  (30)  sont  des  fonctions  continues  de  v  qui 
s'évanouissent  toujours  avec  cette  variable ,  on  peut  as- 
surer que  le  multiple  dont  nous  venons  de  parier  se  ré- 
duit à  zéro. 

Si  Ton  suppose  en  particulier  w  =  o  ,  l'on  trouvera 

(  -r-=  (-^-ï-)  V^T^J  V^J^^n • 

Un  trouvera  encore ,  en  prenant  w  =  ---  > 


arc  tanff»    — ■■ 5=  arc  tanc.  -^^ —  —  arc  tansf. 


4»                           Àv         - 
arc  tang.    -^^ arc  tang.  -î h  &c. , 


et  en  prenant  u=iv , 


c'v    t.^-**' 


2 


COS.  2  V 


(î3) 


c^^H-e*»' 


COS.  IV 


f  2+v4^\    /  24i,4\     /  24«4\ 

Enfin  ^  si  dans  la  formule  (52)  oh  suppose  la  valeur  nu- 
mérique de  — -  inférieure  à  l'unité ,  les  deux  membres 

de  cette  formule  pourront  être  développés  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  t;  ^  et  la  comparaison  des  coef- 
ficiens  des  puissances  semblables  dans  les  déveIopp%mens 
dont  il  s'agit  fournira  les  équations 


NOTE    IX*  -6116 

11^  X 


I 1 1-  &c. .  • .  =  "■  ^ 

^  5  7  4      ' 

(54)  (  5'         5'         7^  '         3*      » 

I  I  I  •  J  TT^ 

35  5>  7>       «  1536    ' 

&c , 

dont  la  première  coïncide  avec  lequation  (4o)  du  cha- 
pitre IX  [J.  2].        ' 

Concevons  maintenant  qu'après  avoir  divisé  par  v  les 
expressions  (29)  et  les  sommes  (30),  on  fasse  converger 
la  variable  v  vers  la  limite  zéro  ;  on  trouvera ,  en  passant 
aux  limites, 

(55)  COt.tt  =  ^ 1 1 &c.... 

/       ^\  I  I  I  I  I  ^ 

(36)    tang.tt  = -I h-: &c. 

—  — tt      — -H*      ^ u       ^ — i-tt u 

a  2    '  2  2  2 


"(œ'"-*(?)"-*(?)-- 


&c.. 


Comme  on  a  d'ailleurs  généralement ,  pour  des  valeurs 
numériques  de  u  inférieures  à  celles  de  a^ 

a^-^u"^         a*  \        a*/  a*  «*  «6  > 

on  tirera  des  formules  (35)  et  (36),  en  supposant  la 
valeur  numérique  de"  u  plus"  petite  que  — 

(J7)       cot.«*,-i._^(.+  ^-t-^H-^-»-&c....) 

2tt^      /  I  î  I  .  \ 

•  lu'     /  I  I  I  .  \ 


—  &c. 
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(58)     ung.tt=  L^  Çt^±^j.^±+tie....J 

2^U^    /  I  '  I  •  \ 

.    T*    V        3*         5*         7*  / 

^  v"^  ?■  "^  7  "*■  7^  "^        / 


&c. 


Par  suite  on  aura,  en  vertu  des  équations (25)  et  (26), 
(59)  cot.  u  = 

1  I    a*tt  I        2*  m'  I  .  1^  t*5 

u         (>    i.a         30   f.2.3.4         42   1.2.3.4*).^.     I 

(4o)  Ung.  U  = 

Si  Ton  ajoute  ces  dernières ,  après  y  avoir  remplacé  u 
par  —  M ,  on  obtiendra  le  développement  en  série  de 

C08.  ^  u      sin.  ^  u  I 

cot  { tH-Ung.  ;  M  ==  -, — 7-  -4- ,—  =  -: — ; j—  =  a  coséc.tt, 

sin.  ju       coi. -u       sin.^ucos. -ti 

et  l'on  en  conclura 

(4 1  )  coséc.  u  =  — 

6^         ^i.a       30^  ''1.2.3.4       42^  ^1.2.3.45.6 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ies  consé- 
quences qui  dérivent  de  la  formule  (  1 7),  On  peut  con- 
sulter sur  cet  objet  lexcellent  ouvrage  âîEuler ,  qui  a 
pour  titre  Introductio  in  anahjstn  infinitorum. 


FIN   DU   TOME    I. 
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